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Vorwort. 


theorie zu geben. Der Zahlentheorie ist oft vorgeworfen 
worden, wohl eine Fülle tiefer und schöner Einzelheiten zu 
enthalten, aber im Gegensatze zur Funktionentheorie eines einheitlichen 
Gesichtspunktes zu entbehren. Dem möchte hier entgegengetreten 
werden. Die Zahlentheorie stellt Bereiche algebraischer Zahlen auf, 
verknüpft sie durch Rechnungsoperationen untereinander und studiert 
Wechselwirkungen und Beziehungen zwischen ihnen. Dieses Prinzip 
erlaubt es, die einzelnen Erscheinungen ihrer eigentlichen Bedeutung 
nach einzuordnen. Jede Tatsache, auch der elementaren Zahlentheorie, 
bekommt so einen tiefern Sinn. Ein sehr einfaches Beispiel möge zur 
Verdeutlichung angeführt werden: Die Lösung der linearen Kongruenz 
ist der Ausdruck für die Division der Kongruenzklassen (Seite 38 u. ff.). 
Der Titel „synthetische Zahlentheorie“ drückt daher nicht den Gegen- 
satz zur „analytischen Zahlentheorie“ aus, sondern soll das Bestreben 
nach einem einheitlichen Aufbau charakterisieren. 
Ä Durch die Anlage des Buches mußte von selbst die Kluft zwischen 
„„niederer und höherer Zahlentheorie, wie sie besonders eindrücklich in 
ÖDirichlet-Dedekinds Vorlesungen erscheint, überbrückt werden. 
‚Die Zahlbereiche und ihre Begrifisbildung werden hierzu schon im 
= Körper der rationalen Zahlen eingeführt. Diese Begriffe bereiten in 
‚der Regel dem Anfänger Schwierigkeiten. Es ist aber nicht einzusehen, 
‚ warum die Zahlentheorie nicht im Laufe der Zeit durch immer weitere 
- Verarbeitung und Verfeinerung in den Vorlesungen ebenso faßlich 
x werden sollte, wie jedes andere Gebiet der höhern Mathematik. Dazu 
»scheint mir die Entwicklung der höhern Gesichtspunkte in den Elemen- 


=ten erforderlich. „Die reine Mathematik wächst, indem man alte Pro- 
‘bleme mit neuen Methoden durchdenkt. In dem Maße, wie wir die 
n früheren Aufgaben besser verstehen, bieten sich neue von selbst').“ 

ei Die Grundsätze der vorliegenden Bücherei erforderten eine Be- 
Ischränkung des Stoffes. Die Mehrzahl der elementaren Zahlentheorien 
yerreicht dies dadurch, daß der Grad des betrachteten Körpers vor- 
R geschrieben und gleich 2. gesetzt wird. Im Gegensatz hierzu wurde 


im vorliegenden Buch die Natur des Körpers möglichst einfach ge- 


DI Buch versucht, einen systematischen Aufbau der Zahlen- 
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wählt. Der Körper der !. Einheitswurzel entspricht dieser Bedingung 
völlig. Zudem bildet er die schönste Anwendung und Vervollständigung 
der Zahlentheorie des Körpers der rationalen Zahlen, wie schon Gauß 
in so einziger Weise mit den „disquisitiones arithmeticae“ gezeigt hat. 
| Die Herren Prof. Dr. L. Bieberbach in Frankfurt a. M., Prof. 
Dr. E. Hecke in Basel. Dr. H. Brandt in Karlsruhe haben mich 
durch Durchsicht der Korrekturbogen in bester Weise unterstützt. Ihnen 
spreche ich meinen herzlichsten Dank aus. 


Langenbruck. den 29. August 1916. 
Rud. Fueter. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 


eben vielen kleinern Verbesserungen, auf die ich teilweise durch 
die Besprechungen der ersten Auflage aufmerksam gemacht 
worden bin, habe ich in der vorliegenden Ausgabe drei ein- 





schneidende Umarbeitungen vorgenommen. 

Erstens ist die Theorie der Exponentialfunktion ganz neu geschrieben 
worden. Ich gebe jetzt die ganze Theorie der einfach-periodischen Funk- 
tionen, in der Meinung. dadurch dem Anfänger zugleich das Verständnis 
des nächsten Falles, desjenigen der doppelperiodischen Funktionen und 
der komplexen Multiplikation, zu erleichtern. 

Zweitens führe ich den Beweis für die Existenz der Grundeinheiten 
im Körper K jetzt vollständig durch, ohne wie früher in einem wesent- 
lichen Punkte auf Dirichlet-Dedekind zu verweisen. 

Schließlich beweise ich nieht nur das spezielle, sondern das ganze 
kubische Reziprozitätsgesetz,. so daß auch für diesen Fall alles so weit 
selördert wird, wie für das quadratische Reziprozitätsgesetz. 

leh hoffe. daß dadurch der Wert des Buches, das so freundlich 
aufgenommen worden ist, gefördert worden ist. An seinem Charakter 
als Ganzes ist nichts geändert worden. 


Zürich, den 20.’ April 1925. 
Rud. Fueter., 


ı) Felix Klein, Jahresbericht der Deutsch. Math.-Ver. IV. Bd. 1894--95. 
Berlin [1897], Seite 77. 
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Einleitung. 


Die größte Schwierigkeit, die die Zahlentheorie dem Anfänger bietet, 
liegt darin, daß dieses Wissensgebiet die Zahlen nicht einzeln als Individuen 
betrachtet; sie faßt im Gegenteil unendlich viele Zahlen in geeigneter 
Weise zu einem „Bereich“ zusammen und studiert die Beziehungen 
zwischen solchen Bereichen. Wir werden, um den Leser mit dieser ihm 
ungewohnten Vorstellung vertraut zu machen, die Zahlbereiche von 
Beginn an in den Mittelpunkt der Betrachtung stellen. Dadurch werden 
wir erreichen, daß jede Schranke zwischen sogenannter elementarer und 
höherer Zahlentheorie durchbrochen wird; bei verwickelteren Vorgängen 
werden wir keine begrifflichen Schwierigkeiten mehr finden, und der Leser 
wird von Begınn an zu den wesentlichen und tiefliegenden Gesetzmäßig- 
keiten geführt werden. 

Eine endliche oder unendliche Anzahl von Zahlen bildet 
einen Bereich, wenn jede ihrer Zahlen nach einer Vorschrift 
durch eine endliche Anzahl von Schlüssen bestimmt werden 
kann. 

Georg Cantor bezeichnet einen Bereich von Dingen als eine Menge. 
Unsere Zahlbereiche bilden solche Mengen. Im besonderen sind sie ab- 
zählbare Mengen. Eine Menge heißt abzählbar, wenn man jeder ihrer 
Dinge einen und nur einen Index zuordnen kann und wenn umgekehrt 
jedem endlichen Index ein Ding entspricht. Die Dinge der Zahlentheorie 
sind die algebraischen Zahlen, d. h. die Wurzeln der algebraischen 
Gleichungen mit natürlichen Zahlkoeffizienten. Alle diese Wurzeln bilden 
eine abzählbare Menge. Da auch jede der Teilmengen abzählbar ist, 
müssen unsere Zahlbereiche stets abzählbar sein. 

Zahlenbeispiel: Setzt man ,=3x-—1, so bilden die Zahlen 


SSR 
eine abzählbare Menge; denn jede Zahl besitzt einen Index und jedem 
Index n ist die Zahl 3n — 1 zugeordnet. 
Historische Notiz: Der Name ‚Bereich‘ stammt von L. Kro- 
necker, der denselben in der Festschrift zu Kummers Doktorjubi- 
Fueter, Zahlentheorie. 1 


2 Einleitung. 


läum !) seiner Zahlentheorie zugrunde legt, aber in speziellerer Bedeutung 
wie hier. Dedekind spricht von einem „System von Zahlen“ 2). In des 
Verf. Bericht ?) ist der Bereich in dem jetzigen Sinne verwandt worden. 

Die Mengentheorie ist in verschiedenen Abhandlungen durch G.Cantor 
geschaffen worden. Eine der ersten Arbeiten (Journal f. Math. 77. Band 
[1873], S. 258) bringt den Beweis, daß die Menge der Wurzeln aller alge- 
braischen Gleichungen abzählbar ist. Allein das Wort ‚abzählbar‘ wird 
hier noch nicht benutzt und statt Menge Mannigfaltigkeit gesagt. Erst 
die Abhandlung in den Math. Annalen 15. Band (1879), S. 4 bringt die 
„abzählbare Menge“. 1 


Wie der Chemiker seine Wissenschaft ohne praktische Laboratoriums- 
arbeit nicht erlernen kann, so ist ein Eindringen in die Zahlentheorie ohne 
„Zahlenexperimente‘“ unmöglich. Jedes Gesetz muß vom Anfänger an 
Zahlenbeispielen verfolgt werden, um wirklich verstanden zu werden. 
Dem Leser wird deshalb empfohlen, jeden Satz und jeden Beweis an 
einem einfachen Beispiele zu erproben und bei jeder Schwierigkeit im Ver- 
ständnis dasselbe zur Aufklärung heranzuziehen. Das vorliegende Buch 
kann nur eine Einführung in die wichtigsten Begriffe der modernen Zahlen- 
theorie sein. Wer tiefer eindringen will, muß sein Studium durch Lesen 
umfassenderor Werke ergänzen. Von diesen seien folgende genannt: Das 
klassische Lehrbuch der Zahlentheorie ist dasjenige von Dirichlet- 
Dedekind: 

Vorlesungen über Zahlentheorie von P. G. Lejeune- 
Dirichlet. Herausg. und mit Zusätzen versehen von R. Dedekind. 
4. Auflage. Braunschweig 1894. Vieweg & Sohn. 

In seinen ersten Kapiteln atmet es noch den Geist von Gauß disquisi- 
tiones arithmeticae, die im Jahre 1801 die moderne Zahlentheorie begrün- 
deten. Im letzten Teil dagegen bringt es die durch Kummers Arbeiten 
notwendig gewordene Umgestaltung. Der Umstand, daß Anfang und 
Ende nicht sichtbar zusammenhängen, erschwert dem Anfänger das 
Studium. 

Die Werke von P. Bachmann bilden in schöner, klarer und umfassender 
Weise eine Enzyklopädie der Zahlentheorie. Es fallen hier folgende Bände 
in Betracht: 

P. Bachmann: Zahlentheorie. Versuch einer Gesamtdarstellung 
dieser Wiss. in ihren Hauptteilen. 


1) Grundzüge einer arithm. Theorie der algebraischen Größen, Festschrift 
Berlin, G. Reimer 1882. 

2) Siehe das unten zitierte Lehrbuch, $. 435. 

®) Siehe die Angabe unten auf S. 3. 


Fr 
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I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. Leipzig (1892). 
B. G. Teubner. Neudruck: Berlin, 1921. 

1II. Teil: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre Be- 
ziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig (1872). B. G. 
Teubner. Neudruck: Leipzig, 1910. 

V. Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper. Leipzig 
(1905). B. G. Teubner. 


. Bachmann: Grundlehren der neueren Zahlentheorie. Leipzig 


(1907). Göschen. 2. verbesserte Auflage, 1921. Göschen’s Lehr- 
bücherei. 
Letzteres Buch ist eine vortreffliche Einführung. 
Das beste moderne Lehrbuch ist: 


. Hecke: Vorlesungen über die Theorie der algebraischen 


Zahlen. Leipzig, 1923. Akad. Verlagsges. 
Von etwas anderem Charakter sind die Vorlesungen Kroneckers: 

Kronecker: Vorlesungen über Zahlentheorie. Herausg. von 
K. Hensel. 1. Bd. Leipzig (1901). B. G. Teubner. 

Einen ganz andern Standpunkt nimmt das Buch ein: 

Hensel: Zahlentheorie. Berlin und Leipzig (1913). Göschen, 
indem es in weitgehendstem. Maße Analogien zur Funktionen- 
theorie aufdeckt und dadurch Vorteil und Anregung bringt. 

Ein unentbehrlicher Ratgeber für den reifen Zahlentheoretiker 
ist der große Bericht: 


. Hilbert: Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. Bericht, 


erstattet der Deutsch. Math.-Vereinig. Jahresbericht der Deutsch. 
Math.-Ver. IV. Band, 1894—1895. Berlin (1897). G. Reimer. S. 175. 

Dieses Buch enthält reiche Literaturangaben. Über die neuesten 
Arbeiten berichtet 


. Fueter: Die Klassenkörper der komplexen Multiplikation 


und ihr Einfluß auf die Entwicklung der Zahlentheorie. 
Bericht, erstattet zur Feier des 100. Geburtstages E. Kummers. 
Jahresber. der Deutsch. Math.-Vereinig. Band 20. Leipzig und 
Derlm»[1941). 25.1: | Ä 

Entsprechend der Rolle der Exponentialfunktion für die rationa- 
len Zahlen wird die Rolle der elliptischen Funktionen für die qua- 
dratisch imaginären Körper studiert in: 


. Fueter: Vorlesungen über die singulären Moduln und 


diekomplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen. 
Leipzig 1924. B. G. Teubner. 
Von französischen Werken seien genannt: 


. Ghätelet: Legons sur la theorie des nombres. Paris. Gauthier- 


Villars (1913). 
ie 
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E. Cahen: Theorie des nombres, t. I. Le premier degre. Paris. 
Hermann et fils (1914); t. II. Le second degre binaire (1924). 
Und von italienischen: 
L. Bianchi: Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici. Bo- 
logna, Zanichelli, 1924. 
Sehr viel Zahlenmaterial für praktisches Rechnen enthalten die 
Bücher: 
M. Kraitchik: Theorie des nombres. Paris 1922. Gauthier-Villars. 
Recherches sur la th&orie des nombres. Paris 1924. 
Gauthier-Villars. 


I. Kapitel. 
Bereiche rationaler Zahlen. 


$ 1. Die Grundoperationen. Der Körper. 


Die Grundlage der Zahlentheorie bilden die ganzen rationalen posi- 
tiven Zahlen; man nennt sie die natürlichen Zahlen: 


Re A 


Sie sind eindeutig den Ordinalzahlen, die man durch Abzählung erhält, 
zugeordnet. Im folgenden wird keine axiomatische Theorie dieser Zahlen 
gebracht werden. Der Leser, der sich hierüber unterrichten will, greife 
zu dem Lehrbuch über die Grundlagen der Arithmetik der vorliegenden 
Sammlung. Zum systematischen Aufbau der Zahlentheorie müssen wir 
nur die begrifflich wesentlichsten Gesichtspunkte hervorheben. 

Nach dem Vorgange von Graßmann und Helmholtz!) denken 
wir uns die Reihe der natürlichen Zahlen durch die physiologische Funktion 
des Abzählens erhalten. Diese Zahlenreihe besitzt zwei wesentlich ver- 
schiedene Richtungen, die durch Vorwärts- und Rückwärtsschreiten be- 
zeichnet werden. Geht man von einer Zahl a der Reihe nach rechts, so 
erreicht man eine „‚größere‘‘ Zahl, geht man nach links, eine ‚kleinere‘ 
Zahl. Die natürlichen Zahlen. verknüpfen sich untereinander durch vier 
Grundoperationen: \ 

I. Die Addition a +b =c. 
Il. Die Multiplikation a -d = c. 
Ill. Die Subtraktiin c—b =a. 


IV. Die Division ; ui 





ı) H. Graßmann, Die lineale Ausdehnungslehre, 1. Auflage Leipzig 
1844. H. v. Helmholtz, Zählen und Messen, Philos. Aufsätze, Ed. Zeller 
gewidmet, Leipzig, Fues 1887, S. 17 fl. 


$A. Die Grundoperationen. 5 


Die beiden ersten Operationen können stets durchgeführt werden; 
die beiden letzteren sind die Inversen der beiden ersteren. Sie können 
nicht immer ausgeführt werden. Sind z. B. b und c gegeben, so kann nur 
dann ein a gefunden werden, sodaß 

c—b=aua 

ist, wenn c größer als 5 ist, d. h. wenn c rechts neben 5 in der Zahlenreihe 
erscheint.. Die Arithmetik hat hier zum erstenmal einen Grundsatz ange- 
wandt, der für ihre Entwicklung von der allergrößten Bedeutung werden 
sollte. Man darf sagen, daß der Fortschritt der modernen Zahlentheorie 
in nichts anderem als einer konsequenten Anwendung dieses Grundsatzes 
besteht. Derselbe lautet: Wenn in einem gegebenen Bereich von 
Symbolen (Zahlen) eine verlangte Operation nicht in jedem 
Falle oder nicht in jedem Falle eindeutig ausgeführt werden 
kann, so wird der gegebene Bereich durch Einführung von 
neuen Symbolen so erweitert, daß die Operation in dem 
erweiterten Bereich stets eindeutig ausführbar ist. 

In dieser Weise führt die elementare Arithmetik die Symbole der Zahl 
Null und der negativen Zahlen: 


5,2423, 2 4,0 


ein. Der so erweiterte Bereich heißt der Bereich der ganzen, rationalen 
Zahlen. In ihm ist die Durchführung der Subtraktion in jedem Falle 
gewährleistet. Um auch für die Division dasselbe zu erreichen, werden 
die gebrochenen rationalen Zahlen zu Hilfe genommen. Dadurch 
ist die Division mit alleiniger Ausnahme der Division durch die Zahl 
Null ermöglieht. Der so erweiterte Bereich heißt der Bereich aller 
rationaler Zahlen. 

Die Funktionentheorie verlangt auch die Division durch Null und 
führt deshalb als gleichberechtigt das Symbol & ein. In der Zahlentheorie 
ist die Division durch Null stets ausgeschlossen. 

Von größter Wichtigkeit ist, daß man sich bei jeder Erweiterung 
des Bereiches überzeugt, ob die Rechnungsregeln der Grundoperationen 
erhalten bleiben oder nicht. Wir werden in der Folge auf diesen Punkt 
ganz besonderen Wert zu legen haben. Eine der Hauptresultate der ele- 
mentaren Arithmetik ist der Beweis, daß die Rechnungsregeln der natür- 
lichen Zahlen auch für den Bereich der rationalen Zahlen gelten. Von den 
Rechnungsregeln der Addition und Multiplikation wollen wir ihrer Wich- 
tigkeit für das Weitere wegen die beiden folgenden anführen: 

I. Kommutatives Gesetz: Additiona+b=b- a. 

Multiplikation a-b=b.-.a. 
1l. Assoziatives Gesetz: Addition a +5) +c=a-+(b-+.c). 
Multiplikation (a -5b)-c=a-(b-.c). 


6 I. Kapitel. Bereiche rationaler Zahlen. 


Addition und Multiplikation treten in diesen beiden Rechnungsregeln 
gleichförmig auf. Erst das distributive Gesetz bringt den Zusammenhang 
zwischen den beiden Operationen. Alle später zu definierenden Operationen 
von Symbolen werden, um die Auffassung zu erleichtern, ebenfalls als 
Multiplikation oder Addition bezeichnet, je nachdem ihre Rechnungs- 
regeln denjenigen der Multiplikation oder Addition entsprechen. 

1. Definition. Ein Bereich von Zahlen mit der Eigenschaft, 
daß die vier Grundoperationen mit Ausnahme der Division 
durch Null aus je zwei seiner Zahlen wieder eine Zahl des 
Bereiches ergeben, heißt ein Körper. 


Der Bereich aller rationalen Zahlen bildet einen Körper, der mit 
k bezeichnet werde. 

Historische Notiz: Die 2. Auflage von Dirichlets Vorlesungen über 
Zahlentheorie (1871) brachte im X. Supplement von Dedekind auf S. 424 
zum ersten Male den Namen ‚Körper. Kronecker sagt Rationalitäts- 
bereich und setzt die Gründe zur Ablehnung des Wortes Körper in seiner 
Festschrift (siehe S. 2) auf S. 5 auseinander. 


$ 2. Der Modul. 


2. Definition. Ein Bereich von Zahlen mit der Eigenschaft, 
daß die Summe und Differenz zweier seiner Zahlen wieder 
eine Zahl des Bereiches ergibt, heißt ein Modul. 

Ein Modul heißt eingliedrig, wenn seine sämtlichen Zahlen aus 
einer einzigen Zahl a entspringen. Man erhält alle übrigen Zahlen des 
Moduls, indem man die Zahl a beliebig oft zu sich selbst addiert oder von 
sich selbst subtrahiert. Alle Zahlen dieses Moduls haben deshalb die 
Form xa, wo x alle positiven und negativen ganzen Zahlen 0, +1,42, -- 
durchläuft. Diesen Modul kürzen wir durch [a] ab. Somit ist 

[a] = [0, Be m Aa eh N 
Ist a= +1, so heißt der Modul der Einheitsmodul: 


derselbe enthält alle ganzen rationalen Zahlen. 
Als erste Eigenschaft des Moduls erkennen wir, daß 


el] 
für jede beliebige Zahl a ist. 
Beispiele: 
Der Modul [23] enthält alle Zahlen 
0, +23, +46, +69, +9, + 115, +. 


$ 2. Der Modul. Pi 


Die Zahlen 
46 +46 = 9 
69 — 115 = — 46 


sind darum ebenfalls in [23] enthalten. Der Modul E | enthält die 


3 
Zahlen 
10 25 
0, nad u ee am a A > eins 
Alle Zahlen von [5] liegen in I 3] und ebenso die Zahlen 
10 9233 25 10 40 
aan av 3, 
Die nächst kompliziertere Art von Moduln sind die zweigliedrigen 
Moduln [a, b], wo a und 5b beliebige rationale Zahlen sind. Der zwei- 
gliedrige Modul [a, b] ist der Bereich aller Zahlen, die man aus a und 5b 
. durch fortgesetzte Addition und Substraktion der einen oder anderen Zahl 
erhalten kann; alle diese Zahlen sind analytisch durch 


ax +by 
gegeben, wo x und y alle Zahlen 0, +1, +2, +3, »- durchlaufen. 
Beispiele: 

Wilhelm Fließ behauptet in seinem Buch „Zum Ablauf des 
Lebens“ !), daß alle für das menschliche Leben wichtigen Zahlen dem Modul 
[23, 28] 

angehören; dieser enthält beispielsweise die Zahlen 
28-23 =5;13.23--2.28=13; 
5:23 —4.383=-3,5.383—6.3=2. 


SD 
Allgemein liegt in [23, 28] jede Zahl 23% + 28y. Der Modul ha a ent- 


hält die Zahlen 
5 3 Si oa Ole 1 Eu | 

oe an na: 23, Da. 

Das Hauptresultat, dem wir in diesem Paragraphen zustreben, wird 
der Satz sein, daß jeder zweigliedrige Modul [a, 5] gleich einem einglie- 
drigen Modul ist. | 

3. Definit:an. Zwei Moduln heißen einander gleich, wenn 
jede Zahl des einen im anderen enthalten ist und umgekehrt. 

Die vorhin ausgesprochene Behauptung wird sich also durch die 
Gleichung 


—ıı), 


[a, d] = [d] 


ausdrücken lassen, wo d eine bestimmte rationale Zahl ist. 
1) Annalen der Naturphilosophie, Bd. 6, S. 121. 
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Bevor wir zum Beweise übergehen können, ist es notwendig, eine 
besondere Klasse von Moduln herauszugreifen. 

4. Definition. Ein Modul, dessen sämtliche Zahlen ganze 
Zahlen sind, heißt ein Ideal. 

Wir werden später sehen, daß diese Definition des Idea!s nicht hin- 
reichend ist, sobald wir höhere Bereiche wie den Bereich % der rationalen 
Zahlen zugrunde legen. Es tritt dann zur Definition des Ideals eine weitere 
Bedingung hinzu, die in unserem jetzigen Fall stets erfüllt ist. 

Wir werden von nun an beliebige rationale. Zahlen mit a, db, c,d,..., 
ganze rationale Zahlen mit n, m, |, p, q,...... bezeichnen. Sind n und m 
ganze Zahlen, so sind [2] und [m] Ideale. Wir schreiben die Ideale zum 
Unterschied von den Moduln mit runden statt eckigen Klammern. Der 
Einheitsmodul [1] ist das Einheitsideal (1), das man öfters auch als Ord- 
nung o von % bezeichnet. 

1. Satz. Es gibt immer ein Ideal (r), sodaß 

Ra u): 

Der Satz sagt aus, daß jede Zahlem-+ yn sich als Vielfaches von r 
darstellen läßt, und daß umgekehrt jedes Vielfache zr inder Formx m + yn 
darstellbar ist, wo x, y irgendwelche ganze positive oder negative Zahlen 
sind. Zum Beweise des Satzes bedient man sich seit urdenklichen Zeiten 
des berühmten Euklidischen Algorithmus. Euklid setzt denselben 
im 7. Buche seiner Elemente mit großer Schärfe im geometrischen Ge- 
wande auseinander. 

Wir setzen n und m als positiv voraus, was wir wegen (—n, m) = 
(n, — m) = (n, m) stets tun dürfen; ferner sei m <n; man subtrahiert 
m so oft, nämlich q mal von n, bis der positive Rest r, kleiner als m wird: 


n=qm+rn,Vsr<m. 
Ist r, von Null verschieden, so subtrahiert man r, so oft, nämlich q, mal 
von m, bis der positive Rest , <r, wird: 
n=4ntny, dsnr<r,. | 
Fährt man so fort, so erhält man folgendes System von Gleichungen: 
n= qm +r, O<rı, <m 
m=Qhntr,0<n<r 
=, tr, O<r;<r 
n=-6hrtt, l<ny<rs 


area elta en mi ler ein an 


no = hama tt 
nA nMmTtt. 
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Dieses Gleichungssystem bildet den Euklidischen Algorithmus. Aus ihm 
erkennt man, daß r,_, ein Vielfaches von r,, ebenso r,_, ein Viel- 
faches von r,, schließlich n und m Vielfache von r, sind. Setzt manr =[,, 
so wird 

nz ar 


wo z, und 2, natürliche Zahlen sind. 
r ist eine positive Zahl: r > 0. Es gibt für irgend zwei ganze Zahlen 
x, y eine Zahl z, sodaß 
an-+-ym=zr; 
d. h. alle Zahlen des Ideals (n, m) sind in (r) enthalten. Es erübrigt noch, 
umgekehrt zu zeigen, daß auch alle Zahlen von (r) in (2, m) enthalten sind. 
Nehmen wir die vorletzte Gleichung: 
Dre ner 
so erkennt man aus ihr, daß 
(rn) = (n-2 ni); 
denn r,_ı und r,_» sind Vielfache von r,=r undumgekehrt ist r, also auch 
jedes Vielfache vonr, durch r,_, und r,_, darstellbar. Geht man einen 
Schritt zurück: 
En orte in, 
so erkennt man ebenso, daß auch 
(n-3 Mr) = (n-a Ar) = (rn); 
denn r,_, und r,_, sindin (r,_3, 7„_2) enthalten. Man schließt so weiter: 
(n, m) = (m, r,)= (1 n)='=(n_a Ta) = (rn rn) = (r). 


Aus dem Beweise folgt, daß auch r eine Zahl von (n, m) ist. Dies ist nur 
möglich, wenn es zwei ganze Zahlen x und y gibt, so daß 
zn --ym=r 
ist. Der Euklidische Algorithmus gibt ein Mittel, um diese Zahlen x, y 
zu berechnen. Man schreibt hierzu: 
Me Te N Er 
Tp—ı —ITn—3 — In—2 Tn—2 
RR u A ER N RAR 
I A re RL 


und setzt in der ersten Gleichung für r,_, den Wert aus der zweiten ein; 
dann für r,_, den Wert aus der dritten; usw. für r, den Wert aus der letzten. 
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Beispiele: 
Siehe das Beispiel aufS. 7. Das Ideal (23,28) ergibt den Algorithmus: 
283=1-.23+5 
23=4-5+3 
u Er 5, 
3=1- 2+1 
2=2:.1-0. 


Alorst,a = Ar ner 1228 12287237 er oeund 
1=3—2=2.3—-5=2:-3—-9:5=-11-3—9-28. 

Das Ideal (23, 28) enthält alle natürlichen Zahlen. Die Fliess’sche Be- 

hauptung ist daher unbefriedigend. 


Der eben bewiesene Satz kann mit Leichtigkeit auf ein h-gliedriges 
Ideal ausgedehnt werden. 

Unter einem h-gliedrigen Modul [a,, a,, . - - a,] versteht man den 
Bereich aller Zahlen, die man aus a,, Q,, . . . a, durch Subtraktion und 
Addition erhält. Sind die a ganze Zahlen, so heißt der Modul wieder ein 
Ideal. 

Alle Zahlen des h-gliedrigen Moduls lassen sich ın der Form darstellen: 

Hd tat 
wo diex alle natürlichen positiven oder negativen Zahlen durchlaufen sollen. 
Setzen wir im besonderen voraus, daß der Modul ein Ideal ist, so 


schreiben wir ihn (n,, 23, ... .,), wo dien ganze Zahlen sind. Da nach dem 
bewiesenen 


(n,,n;) = (r) 
gesetzt werden kann, so kann man für alle Zahlun von (n,, 23): 
N] + N, =2r 
schreiben, wo auch z die natürlichen Zahlen durchlaufen wird. Nach der 
Definition über die Gleichheit zweier Moduln darf deshalb 
(n,, Nn,....m)=(r, Nz,Ng, - . . Mn) 
gesetzt werden. (7,72, - . . 7,) ist ein (A — 1)-gliedriges Ideal; aus ihm 
macht man durch dieselbe Überlegung ein (k — 2)-gliedriges Ideal (r,, n,, 
. Az), indem man (r, n,) = (r,) setzt, und fährt so fort, bis schließlich 

(NN. - . 79) —= (rn) 
wird. Man sieht, daß r,r,, . . . r„_s Vielfache von r,_s sein werden; da 
alle r positiv sind, muß 

Dar ul 2 urn 
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Die bisher betrachteten Moduln oder Ideale waren endlich-gliedrig, d.h. 
jede Zahl des Moduls konnte sich aus einer endlichen Anzahl von Grund- 
elementen durch Addition und Subtraktion herleiten lassen. Bei Idealen 
kann man den Satz auf unendlich-gliedrige Ideale ausdehnen, d.h. auf 
Ideale, deren Zahlen sich nicht aus endlich vielen Zahlen durch Addition 
und Subtraktion ergeben, sondern deren Zahlen auf andere Weise gegeben 
sind. Ist nämlich das Ideal 


(Rate) 


gegeben, so bestimmt man wie vorhin die Reihe der Zahlen r, von denen 
jede ein Vielfaches der folgenden ist. Es muß also auch jetzt: 


et ee 


Es kann nur der Fall eintreten, daß alle r von einem bestimmten r, #0 an 
gleichbleiben. Man erkennt sofort, daß das Ideal gleich ist dem Ideal, das 
aus dem unendlich oft auftretenden r, gebildet wird. 

2. Satz. Jedes Ideal ist ein eingliedriger Modul. 


Beispiele: 
Alle geraden Zahlen 
U ae ae am lach ae mr 


bilden ein unendlich-gliedriges Ideal; dasselbe ist gleich (2), da alle geraden 
Zahlen in (2) enthalten sind, und umgekehrt jede Zahl von (2) gerade ist. 


Die das Ideal bestimmende Zahl n ist bis auf das Vorzeichen ein- 
deutig bestimmt. Wir setzen diese Zahl stets als positiv voraus und 
heißen sie die Norm des Ideals. 

Die Eindeutigkeit folgt daraus, daß (n) = (m) aussagt: n ist ein 
Vielfaches von m und umgekehrt; dies ist nur möglich, wenn n gleich m 
ist. Wir werden im folgenden Ideale stets mit deutschen Buchstaben be- 
zeichnen, und zwar mit demselben deutschen Buchstaben, dessen ent- 
sprechender lateinischer Buchstabe die Norm des Ideals angibt. Zum 
Beispiele 

zn) ln) ill). 
Um den Begriff des Ideals richtig aufzufassen, ist es nützlich, sich klarzu- 
machen, daß der Begriff nur auf der Teilbarkeit der Zahlen fußt. Trotzdem 
der Begriff des Moduls einzig die Operationen Addition und Subtraktion 
verwendet, ist das Ideal ein Bereich, der laut obigem Satze alle durch eine 
bestimmte Zahl teilbaren Zahlen enthält. Dieser Wechselwirkung zwischen 
Bereichen, die einerseits auf Addition und Subtraktion, anderseits auf 
Multiplikation und Division aufgebaut sind, werden wir noch häufiger 
begegnen. Nachdem die elementare Theorie des Idealbegriffs hiermit 
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erledigt ist, kann zu der entsprechenden Theorie der Moduln übergegangen 
werden. 

3. Satz. Jeder endlich-gliedrige Modul [a,,Q, ... a,] von 
rationalen Zahlen ist gleich einem eingliedrigen Modul [ad]. 
d ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Wir setzen 
d stets als positiv voraus. 


Beim Beweise wird genau wie vorhin vorgegangen. a ist als rationale 
Zahl durch Division zweier ganzer Zahlen hervorgegangen: a= + Pe 
wo n und m natürliche Zahlen sind, die wir außerdem als positiv voraus- 
setzen dürfen. Alle Zahlen von [a,, a,] sind deshalb von der Form 

n , „ma _Uhım + mm 
a. Im oo eo 
m Mg mm; 


9 


WO X, %s, natürliche Zahlen sind. Alle Zahlen des Zählers bilden das Ideal 
(n,mg, nzm,), das nach dem schon bewiesenen einem Ideal (N) gleich 
sein muß. Setzt man M = m,m,, 80 ist 


wo X irgendeine natürliche Zahl ist. Also darf man 


N Zy 
[a, 43] = =]; [Qg, Ay, Ay, ...%] = Ir Gy... | 
setzen. Fährt man so fort, so muß man nach endlich vielen Schritten zu 
Nn—ı Nana 
einem Mm kommen, so daß X TREE (X=0,+1,+2,...)alle weiteren 


Zahlen enthält: 








en ug Pz ER Nr—2 
1 2 ige My ’ Mk 
Die Eindeutigkeit folgt genau wie oben. 
Beispiele: 
TU DR] 
Tardem Modnl R 5 5 a 
7 5 %17-9+2%6-5 
TG RANG ua Er 
und das Ideal (7-9, 6:5) besitzt die Norm 3: 
(RO Bn la 





Also wird 
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Wegen (15,18) = (3) folgt weiter 


RO TON S A 
= ie ee Is 


In der Tat ist 





7 Wei he 1 
a ng en 
un 1 Ü 5 1 
ma a 


Wir haben von nun an nur noch zwischen ein- und unendlich-gliedrigen 
Moduln zu unterscheiden. Bemerkenswert ist, daß es unendlich-gliedrige 
Moduln gibt, für die der Satz nicht gilt. Die Annahme, daß der gegebene 
Modul endlich-gliedrig ist, ist somit beim Beweise wesentlich. Solche unend- 
lich-gliedrigen Moduln werden in der Folge eine sehr großeRolle spielen. Als 


Beispiel diene der Bereich aller Zahlen 2 wo x jede beliebige positive 
oder negative ganzeZahl, y alle zu n teilerfremden (siehe S. 20) positiven 
oder negativen ganzen Zahlen durchläuft. 

Beispiele: 

Alle Zahlen mit ungeradem Nenner bilden einen unendlich-gliedrigen 


Modul 
Ve 


U DO VA 
mu a ar Neal ua 


alte Vest area ae eier. 


Denn die Summe und Differenz zweier Zahlen des Systems ist wieder 
eine Zahl mit ungeradem Nenner: 


PAD NR A SEE 


an, N nenn nn, ee nn mn nn m 


Tao lae,5: 
Greift man aus dem System alle diejenigen Brüche heraus, deren Zähler 
gerade ist, so findet man den Modul der Zahlen 
a le 
2 4 6 8 
aan ind, Klie 
2 4 
au I are er : 
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Dieser Modul ist unendlich-gliedrig, da er sonst eingliedrig sein 
müßte, was unmöglich ist; denn wäre er gleich [4], so müßte d alle un- 
endlich vielen ungeraden Primzahlen im Nenner enthalten. 

Historische Notiz: Der Begriff des „Moduls“ wurde durch Dedekind 
im Jahre 1871 im X. Supplement zu Dirichlets Vorlesungen (2. Auflage) 
auf Seite 442 eingeführt. In der 4. Auflage der Vorlesungen (1894) wird 
der Begriff vereinfacht und seine Theorie erweitert. 

Der Euklidsche Algorithmus findet sich in den Elementen Euklids 
auseinandergesetzt. Die zur Zeit maßgebende Ausgabe des Originaltextes 
mit lateinischer Übersetzung ist diejenige von Heiberg: Euclidis opera 
omnia. Vol. II. (Lipsiae 1884). Auf S. 189 befindet sich die betreffende 
Stelle des Algorithmus. Die neueste Übersetzung ist die englische von 
T.L. Heath: The thirteen books of Euclids elements, translat. from the 
text of Heiberg. (Cambridge, University press 1908.) Die Darstellung 
des Algorithmus findet sich im 2. Band, S. 296. 


$ 3. Multiplikation und Division von Moduln und Idealen. 


5. Definition. Unter dem Produkt zweier Moduln versteht 
man den Modul, der durch alle Produkte aus einer Zahl des 
ersten und einer Zahl des zweiten Moduls erhalten wird. 

Für die Multiplikation zweier Moduln gelten somit, wie unmittelbar 
ersichtlich, das kommutative und assoziative Gesetz. 

Das Produkt zweier Moduln ist wieder ein Modul. 

Die Multiplikation zweier Moduln wird ganz gleich bezeichnet, wie 
die Multiplikation zweier Zahlen; so bedeutet [a][5] das Produkt der 
beiden Moduln [a] und [5]. 

4. Satz. Es ist 

[a][d] = Lab], 
d.h. das Produkt von Vielfachen von a und 5 ist ein Viel- 
faches von ab und umgekehrt. 

Denn das Produkt links enthält die Zahlen der Form 

za, 2=0, +1, 423, 43,..., 

und durch Addition und Subtraktion erhält man wieder Zahlen dieser 
Form. Umgekehrt ist jede Zahl zab als Produkt der Zahl a des ersten 
Moduls und der Zahl x5b des zweiten Moduls aufzufassen. 

Beispiele: 

Es ist 

(2) (3) = (6); 

denn in (2) liegt jede gerade Zahl, etwa 10; in (3) liegt etwa 15, also in 
(2) (3) die Zahl 10 - 15 = 150. Anderseits ist 150 = 6 - 25 in (6) enthalten. 
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Ebenso ist z. B. die Zahl 30 von (6) darstellbar in der Form 

30.0.5 9.210 —12).15, 
also Produkt von einer Zahl von (2) und einer Zahl von (3). Es ist 
weiter: } 

;|5ı= m. 

TRUE UAE 1 H RR 
5 liegt in Bi 10 in [5], also 10 Te 14 in [1]. Umgekehrt ist jede 
Zahl von [1], z. B. 3, in der Form darstellbar 


[9] 
Send: 


Die Division zweier Moduln ist die inverse Operation der eben 
definierten Multiplikation. 
6. Definition. Existiert ein Modul [a], so daß 


[]le] = [e), 
wo [d] und [ce] gegebene Moduln sind, so heißt [c] durch [B] 
teilbar und [a] der Quotient der beiden Moduln [c] und [Pb]: 


[1 = 4,1. 


Nach vorigem ist aber 
[d]la]= lab], 


somit wegen der Eindeutigkeit der Grundzahl des eingliedrigen Moduls: 


[ad] = [coirec—= hab; a=+}- 
5. Satz. Es ist 
| 15 nich 
b [6] ’ 


die Division ist daher stets ausführbar. Der Quotient ist 
eindeutig bestimmi. 
C 
Letzteres erkennt man daraus, daß a den Wert + 5 haben muß, und 


die beiden Brüche + 5 nur einen Modul erzeugen. 
Beispiele: 
Die vorigen Beispiele ergeben: 


Diese Begriffe bekommen dann ihre besondere Bedeutung, wenn man sie 
auf Ideale anwendet. Da die Ideale Moduln sind, gelten alle Definitionen 
und Sätze, die wir gefunden haben, auch für die Ideale. Wir heben insbe- 
sondere den Satz hervor: 
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6. Satz. Das Produkt zweier Ideale n=(n) und m= (m) 
ist wieder ein Ideal: 
t-m = (nm). 


Hieran sei folgende Bemerkung geknüpft. Der 2. Satz ordnet jedem 
‚Ideal n eindeutig eine Zahl n zu. Diese Zahl n ist positiv und heißt Norm 
des Ideals. Jedem Ideal entspricht somit eine und nur eine positive ganze 
Zahl, und umgekehrt: Jeder positiven ganzen Zahl entpricht ein und nur 
ein Ideal. Der eben bewiesene Satz zeigt noch mehr: Dem Produkt zweier 
positiven ganzen Zahlen entspricht das Produkt der ihnen eindeutig zu- 
geordneten Ideale; umgekehrt: Dem Produkt zweier Ideale entspricht das 
Produkt der ihnen eindeutig zugeordneten Normen. 


Da eine solche umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Ideal und 
Norm besteht, erscheint es an dieser Stelle dem Anfänger wohl überflüssig, 
den Begriff des Zahlbereiches (Ideal) statt der Zahl einzuführen. Die Folge 
wird zeigen, wie ungemein wichtig für die Entwicklung und alles weitere 
dieser scheinbar kleine und doch so fundamentale grundsätzliche Unter- 
schied sein wird. Dadurch, daß das Zahlindividuum durch den Bereich 
von unendlich vielen, durch dasselbe teilbaren Zahlen ersetzt wird, erhält 
die Zahlentheorie ihre Systematik. Ein ähnlicher Vorgang spielt sich in 
der Weierstraßschen Funktionentheorie ab, wenn wir dieselbe nicht für 
die allgemeine analytische Funktion, sondern nur für die rationale Funktion 
einführen. Auch hier erscheint es unnötig, von dem Funktionselement 
und der analytischen Fortsetzung zu sprechen. Erst bei der allgemeinsten 
analytischen Funktion zeigt sich das grundlegende dieser Begriffe in 
ihrer ganzen Bedeutsamkeit. 

Gehen wir zur Division der Ideale über, so ist dieselbe zwar allgemein 
ausführbar, aber der Quotient wird im allgemeinen ein Modul und kein 
Ideal mehr sein. Wir setzen deshalb einschränkend fest: 

7. Definition. Ein Ideal n=(n) heißt nur dann durch ein 
Ideal m = (m) teilbar, wenn ihr Quotient wieder ein Ideal ist. 

Hieraus ersieht man, daß notwendig und hinreichend für die Division 


der beiden Ideale n und m die Tatsache ist, daß - eine ganze Zahl ist; denn 


im entgegengesetzten Falle würde der Quotient wenigstens eine Zahl ent- 
halten, die gebrochen ist. Ist n durch nı teilbar, so heißt m Teiler von ı. 

Jedes Ideal ist durch das Einheitsideal teilbar. Auch hier gilt die oben 
schon besprochene eindeutige Beziehung zwischen Ideal und Norm. Dem 
Quotienten zweier Ideale entspricht eindeutig der Quotient ihrer Norm; 
umgekehrt dem Quotient zweier Normen ist der Quotient zweier Ideale 
eindeutig zugeordnet. 

Aus der Definition der Division von Idealen folgt der Satz: 
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7. Satz. Damit ein Ideal n durch ein Ideal m teilbar ist, 
ist notwendig und hinreichend, daß alle Zahlen vonninm 
enthalten sind. 

Denn ist 

n 
m =T, 1 =Mit, 
so folgt aus mr = (mr), daß alle Zahlen N von n in (mr) enthalten sind, 
also 
NE-EMmT, 


wo & irgendeine ganze rationale Zahl ist. Dann ist aber auchN =ır. m, 
d.h. N ist als Vielfaches von m auch ın m enthalten. Umgekehrt folgt 
aus der Annahme, daß jede Zahl N von n in m enthalten ist, die Beziehung 
N=Rm. 

Berechnet man die ganze Zahl R für jede Zahl N von ın, so bildet 
der Bereich aller R einen Modul; denn aus: 


N, =R,m, 
N, = R;,m, 
folgt: 
N, + N: = (Rı + R,)m. 


N, + N, liegt wieder in n, also gehört auch R, + R, dem Bereiche 
tder Ran. Da alle R ganz sind, ist r= (r) ein Ideal, und es muß nach 
Definition 

mem 
sein. 

Dieser Satz kann als Definition der Division aufgefaßt werden, da 
er auch hinreichend ist. Er zeigt das Paradoxon, daß der Teiler m, falls 
er nicht gleich n ist, alle und noch viel mehr Zahlen als das Ganzen ent- 
hält, also in dieser Hinsicht größer oder umfassender ist. 

Hieraus ergibt sich das wichtige Resultat: Ist n#nein Teiler von 
n, so ist die Norm von n, kleiner als die Norm von n:n <n. 

Denn n ist inn enthalten. Wäre n, =n, so müßten, =n sein. Wäre 
n, >n, so könnte n nicht in n, enthalten sein, was dem 7. Satz wider- 
spricht. Also muß n,<n sein. 


Beispiele: 


Aus der Gleichung 


rn 


a 


mn 
u 


folgt, daß (2) ein Teiler von (6) ist. Alle Zahlen von (6): 
0, +6,+123, +18, +24... 


Fueter, Zahlentheorie. 
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sind in (2) enthalten; denn sie lassen sich so schreiben 
0,+3-3, 46-23, +9-3, +412-2,.... 
(2) enthält außerdem die unendlich vielen Zahlen 
+23, +4,+3,+109, +14, +16, ..., 


die nicht in (6) auftreten. 


$ 4. Eindeutige Zerlegung der Ideale. Primideale. 


8. Definition. Ein Ideal, das nur durch sich selbst und das 
Einheitsideal teilbar ist, heißt Primideal. 

Wir werden Primideale durch p = (p), oder [= (l) bezeichnen. Die 
Norm p oder I heißt Primzahl. 

8. Satz. Jedes Ideal kann als Produkt von endlich vielen 
Primidealen dargestellt werden. 

Ist nämlich n = (n) ein gegebenes Ideal, so ist entweder ın nur durch n 
und (1) teilbar, d. h. selbst Primideal; oder es besitzt einen anderen Teiler 
tt, = (n,); dann muß 

netn, 


wo ıı = (nı) ist. Dabei bedeuten, wie verabredet, die Zahlen n,n,, nı 
. . [2 N * [3 
die betreffenden positiven Normen der Ideale. —- wird eine ganze} von 
1 


eins verschiedene Zahl sein, also 
n >n.. 


Entweder ist ır, Primideal, oder es hat einen weiteren Teiler ın,, so daß 
N) =Ngttg, also n, > n,. In dieser Weise fährt man fort. Die Zahlen 
N,Ny, Re, . . . nehmen ab; man muß darum schließlich nach endlich vielen 
Schritten zu dem Fall kommen, daß der betrachtete Teiler selbst ein Prim- 
ideal p ist. Dieser Teiler p ist aber zugleich Teiler von...n,, tt,, also auch 
von dem gegebenen Ideale selbst; man darf deshalb n =pn setzen. Das 
neue Ideal rn behandelt man genau wie eben. Dadurch findet man ein neues, 
auch in n enthaltenes Primideal p,, d. h. schließlich eine Zerlegung 


n=PPıP..-.. 


Daß die Anzahl der in dem gegebenen Ideal enthaltenen Primideale endlich 
ist, erkennt man sehr einfach unter Zuhilfenahme der Normen; denn diese 
müssen kleiner sein als die Norm von n. Es gibt daher nur endlich viele. 


Beispiele: 


(30) ist durch (6) teilbar wegen (30) = (6) (5): (6) ist durch (2) 
und (3) teilbar; also (30) = (2) (3) (5). 
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9. Satz. Wenn mn, =mn, wo nyuny,n, Ideale sind, so ist 
1, =Tl. 


Wäre nämlich n, =# n,, so gäbe es z. B. ın ı, eine Zahl N,, die nicht 
in n, enthalten wäre. Trotzdem müßte m N, in mn, enthalten sein, d.h. 


Ns ums erh, 

gegen Annahme. 

10. Satz. Ein Ideal, das nur durch das Einheitsideal und 
keinen anderen Teiler teilbar ist, ist gleich (1). 

Denn jedes Ideal n = (n) ist durch sich selbst teilbar; somit muß 
(in) =(1), n=-+1 sein. 

11. Satz. Wenn das Produkt n,ın, zweier Ideale durch ein 
Primidealpieilbar ist, so ist entweder n, oder n, durchp teilbar. 

Ist z. B. n, nicht durch p teilbar, so bilde man das Ideal (n,, p). Nach 
dem in $2 bewiesenen 1. Satze Seite 8 ist aber (n,,p) = (r). Da p ein Viel- 
faches von r ist und p nur durch (1) und p teilbar ist, so kann (r) nur durch 
(1) oder p teilbar sein. Wärer = p, so müßte auch n, ein Vielfaches von p 
sein oder ıt, durch p teilbar sein, was gegen die Annahme wäre. Also ist 
r=+1 und (n,, p) = (1). Multipliziert man beide Seiten mit n,, so wird 


mine py) = mil. 
Das Produkt links ist der Bereich aller Zahlen: 
n,(en, +yp) =ın, + ypn,, 


wo x und y alle natürlichen Zahlen durchlaufen sollen; wäre 11,1, = (nın,) 
durch p teilbar, so müßte z,n, ein Vielfaches von p sein; alle Zahlen x n,n, 
wären dann durch p teilbar. Somit wäre auch n,(zn, +yp) durch p, 
d. h.n, (n,, p) =1, durch p teilbar. 

Mit Hilfe dieser Sätze gelingt der Beweis des 1. Hauptsatzes. 

I. Hauptsatz. Jedes Ideal n läßt sich (abgesehen von der 
Reihenfolge) auf eine und nur auf eine Weise als Produkt von 
Primidealen darstellen. 

Selbstverständlich werden Darstellungen als gleich betrachtet, wenn 
sie sich nur in der Reihenfolge der Primideale unterscheiden. Nach 
dem 8. Satz läßt sich das Ideal n in der Form darstellen 


n=PıPa "Pr 
Wäre eine zweite Zerlegung möglich: 


[4 [4 ’ 
n=PıPa "Par, 
so müßte 


PıPa pn = Pipe Pi 
sein. Das Produkt pP, --- wäre somit durch das Primideal p} teilbar. 
2*+ 
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Nach dem 11. Satze ist, wenn n, =PaPz - -, entweder p, oder n, durch p; 
teilbar, dan = p,n, ist. Im ersteren Fall ergibt sich, da p, Primideal ist, 
daß p, =p,. Im zweiten Fall schreibt man n, =pzn, und schließt wie 
vorhin, daß entweder p, =p} oder n, durch p; teilbar ist. Im letzteren 
Falle fährt man in gleicher Weise fort. Da die Anzahl endlich ist, muß 
‚schließlich einmal der Fall eintreten, daß p| einem Primideal gleich wird. 
Wir setzen p} =}. Dann folgt aus 


| PıPaPa "pn = Pipe Pi: 
nach dem 9. Satze auch 


Papa "pn = Pe" Pe: 


Aus dieser Gleichung schließt man in gleicher Weise, wie oben, daß z. B. 
Ps = Pe, dann p, =P3 usw., womit der Satz bewiesen ist. 

Da eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen Ideal und Norm 
möglich ist, überträgt sich der Hauptsatz ohne weiteres auch auf die Zahlen 
selbst. Jede Zahl läßt sich somit eindeutig in Primzahlen zerlegen. 


Bemerkung. Wir heben erneut hervor, daß dies eine Spezialität 
der natürlichen Zahlen ist, die nicht mehr eintreten wird, sobald 
wir den zugrunde gelegten Bereich k durch einen allgemeineren Be- 
reich von algebraischen Zahlen ersetzen werden. Im Gegensatz 
hierzu ist der Satz für Ideale von bewunderungswürdiger Allgemeinheit; 
auch die Beweismethoden werden im allgemeinen Fall dieselben 
bleiben. Die zahlentheoretische Bedeutung des Satzes liegt in seiner 
Formulierung für Ideale und nicht für Zahlen. Es ist auch klar, daß 
z. B. der Begriff „Primzahl“ nicht dem einzelnen Zahlenindividuum 
anhaftet, sondern nur seine Stellung in bezug auf unendlich viele andere 
Zahlen festlegt. Der Begriff der „Primzahl“ und überhaupt der Teilbarkeit 
schließt daher logisch den Begriff des Zahlbereiches ein. Das Ideal ist der 
primäre Begriff, die Norm der sekundäre. 

Die Ideale sind die Bausteine, aus denen sich alles weitere, insbesondere 
die Theorie der Moduln und anderer Bereiche aufbaut. Sie verhalten sich 
zu denModuln ebenso wie die ganzer natürlichen Zahlen zu den gebrochenen. 


Man erhält alle Ideale aus den Primidealen. Letztere findet man 
durch das Siebverfahren des Eratosthenes (276 v.Chr.), da jedem Prim- 
ideal eindeutig eine Primzahl zugeordnet ist. Dasselbe besteht darin, 
daß man alle Zahlen von (2), (3), (5), ... nacheinander ‚‚wegsiebt“. Die 
erste stehengebliebene Zahl ist jeweils wieder eine Primzahl. 


Zwei Ideale n und m heißen teilerfremd, wenn es kein Primideal 
gibt, das in beiden enthalten ist. Der Ausdruck „teilerfremd‘“ wird auch 
für ihre Normen gebraucht. Ist umgekehrt das Ideal r inn und m 
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enthalten, so heißt tr ein gemeinsamer Teiler von n und m. Ist r ein Teiler 
| | u m 
von ın und m und sind die beiden Ideale = und = zueinander teilerfremd, 


so heißt r der größte gemeinsame Teiler von n und nn. 

12. Satz. Der größte gemeinsame Teiler t von zwei Idealen 
n=(n) und m= (m)ist das Ideal (n, m). 

Denn (n, m) ist wegen des 7. Satzes in n und m enthalten. Ist ander- 


un} 


seits t irgendein Teiler von n und m, so ist r wegen Satz 7 auch in (n, m) 
enthalten, da alle Zahlen von (n, m) in r auftreten. Somit ist (n, m) auch 
der größte gemeinsame Teiler. Der Satz gibt ein Mittel, um mit dem 
Euklidischen Algorithmus die Norm des größten gemeinsamen Teilers 
zweier Ideale zu berechnen. Man verwandle hierzu nach Seite 9 (n, m) 
in einen eingliedrigen Modul. Seine Norm heißt der größte gemeinsame 
Teiler der Normen 2 und m. 


Beispiele: 
Der größte gemeinsame Teiler von (216) und (90) ist (216, °0). Um 
die Norm dieses Ideals zu berechnen, bildet man die Gleichungen 
216 = 2.90 + 36, 
%0=2:.36 +18, 
36 —=2-418. 
Also ist (216, 90) = (18) der größte gemeinsame Teiler von (216) und (90): 
- on er la) uil2 a ln da5.0- 02.4224 
nt 


Ist r der größte gemeinsame Teiler von n und m, so heibt u 


Er u 
das kleinste gemeinsame Vielfache von ıı und ın. vn ish durch ı und m 
teilbar, und es gibt kein kleineres Vielfaches, das diese Eigenschaft besitzt; 


n a 
denn er und a sind teilerfremd. 


Beispiele: 
Das kleinste gemeinsame Vielfache von (90) und (216) ist 


20) 216) ol oetay, 0 (1080). 
(18) 

Historische Notiz: Der Begriff der Primzahl war den Griechen 
geläufig. Ziemlich sicher haben ihn schon die Pythagoreer besessen. Euklid 
definiert die Primzahl in der 11. Definition des 7. Buches seiner Elemente 
(Heiberg, a.a.O.S.186, Heath, a. a. 0. S.278). Der grundlegende Satz 11 
ist in Euklid nur zur Hälfte enthalten; er sagt, wenn zwei Zahlen zu einer 
dritten teilerfremd sind, so ist auch ihr Produkt zur dritten teilerfrerad, 
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aber nicht die Umkehrung. Ebenso findet sich nicht der Satz über die 
eindeutige Zerlegung in Primzahlen, da diese Frage bei den Griechen ihrer 
schwerfälligen Zahlzeichen wegen offenbar nicht gestellt wurde. Die Tat- 
sache der eindeutigen Zerlegung scheint überhaupt erst von Gauß in seinen 
‚disquisitiones arithmeticae!) formuliert und als „Theorema‘ ausgesprochen 
worden zu sein. Gauß hat damit dessen fundamentale Bedeutung bekundet. 


$5. Der Strahl. 


Nach dem 2. Satze im $ 2 Seite11 umfaßt ein Ideal alle durch eine 
bestimmte Zahl (seine Norm) teilbaren Zahlen. Es fragt sich, in welchem 
Verhältnis ein Ideal zu den noch übrigen unendlich vielen Zahlen steht. 
In bemerkenswerter Weise gibt jedes Ideal Anlaß zu neuen Bereichen, 
die in bezug auf die elementaren Operationen von Multiplikation und 
Division dieselben Eigenschaften haben wie die Moduln in bezug auf Addi- 
tion und Subtraktion. Wir werden diese Bereiche als Strahlen bezeichnen. 

9. Definition. Hat ein Bereich von Zahlen die Eigenschaft, 
daß Produkt und Quotient von zwei seiner Zahlen wieder 
dem Bereich angehört, so heißt der Bereich ein Strahl. 

Bevor wir den einem Ideal zugeordneten Strahl aufstellen, ist es 
notwendig, dem Ideal einen unendlich-gliedrigen Modul zuzuordnen. 

10. Definition. Unter mod.n verstehen wir den Modul aller 


Zahlen —, wo x alle positiven oder negativen natürlichen 


Zahlen und % alle zu n teilerfremden Zahlen durchlaufen soll. 
Mit Hilfe dieses neuen Begriffes ist es leicht, einen Strahl zu bilden. 
Jeder Strahl enthält die Einheit 1. Enthält er nämlich eine Zahl «#0, so ent- 


hält er auch =. Von der Einheit ausgehend, findet man alle Zahlen eines 


Strahles, indem man zu 1 alle Zahlen des mod. n addiert: 
En 
1+—. 
a“ Yy 


Dabei haben x und y die obige Bedeutung. 


Der Bereich aller dieser Zahlen heißt der dem Ideal n zugeordnete 
Strahl n; n heißt umgekehrt der Führer des Strahls. 


Um zu beweisen, daß der Bereich dieser Zahlen 1+ En wirklich einen 


Strahl bildet, greifen wir zwei beliebige Zahlen heraus: 
N LyN 
1 und lt 
-h 7 un au d: 


1) Gauß’ Werke, Band A, 2. Abdruck, Göttingen 1870, S. 15. 
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Dann ist 
Ä TE Kon X % Ton Ya + LoaYyı + FıXan 
14) (14 R)=1 (2 3 = |n—1 4143 1,0391 CEal 
| Yı Ya ji Yı % Ya u YıYa OR YıYa Ei 
jan 4% 
Yı Yı Ya I Ya — %aYı 
1 + ——n=1-+ —- 
a Ad RL. Tyan)” 
Ya Ya 


X 
y’ 
wo Y sicher zu ıı teilerfremd ist; denn da %,, % zu n teilerfremd sind, ist 
es auch Y,%s- 

Dieser Beweis läßt deutlich hervortreten, in welch eigenartiger Weise 
dem Produkt oder Quotient zweier Strahlzahlen die Summe oder Differenz 
der zugehörigen Zahlen des Moduls entspricht. Es tritt hierbei etwas 
Analoges ein wie bei dem Rechnen mit Differentialen, wo bei Vernach- 
lässigung von Gliedern höherer Ordnung geschrieben werden kann 


A+da) d+dy)=1+ (de +dy). 


Jede Zahl, die dem Strahle angehört, heißt eine Strahlzahl. Ist sie 
zugleich eine ganze Zahl, so heißt sie eine ganze Strahlzahl. Oben 
wurde jedem Ideal n ein Strahl eindeutig zugeordnet. Es schließt sich 
hieran die interessante und wichtige Frage, ob auch jeder unserer Strahlen 
einen eindeutig bestimmten Führer besitzt. Zunächst sieht man leicht 
ein, daß, wenn ein Strahl überhaupt einen Führer besitzt, derselbe auch 
eindeutig bestimmt ist; denn sonst müßten die beiden durch 


Die Koeffizienten von n auf den rechten Seiten haben die Form 


% % 
er ee 
BE ee 


dargestellten Bereiche dieselben Zahlen enthalten, ohnedaß n, =n,. Andrer- 
seits sieht man, daß es andere Strahlen gibt, die keinen Führer im obigen 
Sinne besitzen. Denn dem Einheitsideal (1) ist der Körper k aller ratio- 
nalen Zahlen mit Ausschluß der Null zugeordnet. Faßt man dagegen alle 
positiven rationalen Zahlen in einem Bereich zusammen, so erhält man 
einen Strahl, dem sicher kein Führer n + (1) zugeordnet ist. 

Zusammenfassend können wir das bisher Erhaltene folgendermaßen 
beschreiben: Wir sind von einem Bereiche n ausgegangen, der aus allen 
Vielfachen einer positiven ganzen Zahl n bestand. Diesen Bereich, das 
Ideal, haben wir zu einem allgemeineren Bereich mod.n erweitert; letzterer 
enthält auch gebrochene Zahlen und besitzt die fundamentale Eigenschaft 
des Moduls, daß die Summe und Differenz zweier seiner Zahlen ihm wieder 
angehört. 
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Mit Hilfe des Begriffes mod.n, der in bezug auf Addition und Sub- 
traktion ausgezeichnet ist, haben wir einen zweiten Bereich, den Strahl, 
in eindeutigen Zusammenhang gebracht. Dieser zweite Begriff hat die 
fundamentale Eigenschaft, daß Produkt und Quotient zweier seiner Zahlen 
wieder ihm angehört und ist also in bezug auf Multiplikation und Division 
ausgezeichnet. 

Die weiteren Untersuchungen werden von den Wechselwirkungen 
dieser beiden Begriffe handeln. 

Beispiele: 

mod.(3) enthält die Zahlen: 


0,3 3,2.68,,89, 2 12,72 


3 6 9 12 
190 an +5» ig RE 
3 6 9 12 
mar ya amyat, a 


3 6 9 12 
on) Mu, Ze me 0 


zum Führer (3) gehört deshalb der Strahl: 
BD DR TAU U 


> 7 1 f DEAN 
ya ,? u NEN 92 RE 
ital WAR AT MO 
’ Ay 4?’ ARE WA EINARG LAU 
A 1 2 N 8 11 1a 
$) UNTEN 5° ı 5 5? 5? 


ale tie, wre Felle Teer ee ie. ar Eetueee Tone Haider, sine 


4 50, De, IM. 1, 49 a N 
1.2, Bien Ba 2 a 
1 14 
4 2 1 DE 2 5 
2 Te 
mp 2 


Historische Notiz: Die Notwendigkeit, Bereiche von der Eigen- 
schaft der Strahlen einzuführen, hat zuerst H. Weber!) erkannt. Er 


1) H. Weber, Über Zahlengruppen in algebraischen Körpern, 
Math. Annalen, Band 48 (1897), Leipzig, S. 441. 
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nennt dieselben Zahlgruppen. Unabhängig hiervon hat R. Fueter!) 
diese Ber:+ he eingeführt und Strahlen genannt. Dieser Name wird hier 
beibehalten, weil er sich den geometrischen Namen Körper und Ring 
(siehe Kap. III) gut anschließt, und weil das Wort Gruppe das kommutative 
Gesetz nicht involviert, das doch für den Strahl stets erfüllt ist. 


$ 6. Einteilung in Idealklassen. 


Wir werden von nun an ein bestimmtes Ideal herausgreifen und zum 
Führer eines Strahles machen. Wir werden es deshalb nicht mehr mit dem 
allgemeinen Buchstaben n bezeichnen, sondern mit f. Die Zahlen von f 
und die Zahlen seines ihm zugeordneten Strahles enthalten nicht alle 
Zahlen. Allein der Strahlbegriff wird es uns erlauben, alle übrigen Zahlen 
in Klassen einzuteilen. Ausgeschlossen sind hierbei nur diejenigen Zahlen, 
deren Nenner einen Teiler mit f gemein haben. Diesem Ausnahmefall 
entspricht im Fall des Körpers aller rationalen Zahlen die Tatsache, daß 
Zahlen mit dem Nenner Null ausgeschlossen sind. 

11. Definition. Zwei Ideale n, = (n,), 1% = (n,), n, >0,n, >90, 
heißen äquivalent (mod.f), wenn die den Quotienten 


definierende positive Zahl eine Strahlzahl ist. 


1 
Man schreibt 
ven (f) 


oder in Worten n, äquivalent n, modulo f. 
13. Satz. Wenn zwei Idealen, und n, einem dritten ı, äqui- 
valent sind, so sind sie auch untereinander äquivalent. 
In Zeichen: wenn 
en; wen; (f), 


so ist auch 

nen f). 
Denn sind n,, n,, 2, die Normen von tt}, Ii,, 115, so müssen nach Definition 
2, 


Er und 2 Strahlzahlen sein. Nach der Grundeigenschaft des Strahles muß 
3 3 
dann auch 

N, ,mM _ MA 


—_ >0O 
N3 N Ng 





eine Strahlzahl sein. 


i) R. Fueter, Der Klassenkörper der quadr. Körper und die 
komplexe Multiplikation, Inaug.-Diss. Gött. 1903, 8. 15. Die Theorie 
der Zahlstrahlen, Crelles Journ. für Math. Band 130, Berlin 1905, 5. 208. 
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Hieraus erkennt man, daß alle zu einem Ideale äquivalenten Ideale 
auch untereinander äquivalent sind. Es ist deshalb ganz gleichgültig, 
von welchem Ideal man ausgeht, um eine Reihe äquivalenter Ideale zu 
erhalten. 

12. Definition. Alle einem Ideale äquivalenten Ideale bilden 
eine Idealklasse (mod. f). 

Die Klasse ist durch jedes ihrer Ideale bestimmt, also 

von dem Ausgangsideal unabhängig. 


14. Satz. Wenn ein Ideal n einer Idealklasse (mod. f) mit 
f den größten gemeinsamen Teiler r=(r) hat, so hat jedes 
Ideal der Klasse von n diesen größten gemeinsamen Teiler 
mit f. 


Denn alle Strahlzahlen sind von der Form 1 + “ , woy zu f teilerfremd 


ist. Hätte nun irgendein Ideal ıı, derselben Idealklasse wie n nicht den 
größten gemeinsamen Teiler t mit f, so gäbe es ein Primideal p = (p), 
das inr, also auch in n und f, zur u-ten Potenz, das dagegen in n, nicht 
genau zur u-ten Potenz enthalten ist. Nun muß nach Annahme: 


[| 
Nun, 
y+af 


sein, w0 — = 1+ Ei ist. Der Zähler der rechten Seite läßt, 


durch f dividiert, den Rest y. Day zu f, also auch zu p teilerfremd ist 
(daja p ein Teiler von f ist), so sind Zähler und Nenner rechts nicht 
durch p teilbar. Links steht aber eine Zahl, deren Zähler genau durch 
p“ teilbar ist, während der Nenner eine höhere oder niederere Potenz 
von p enthält. Dies ist unmöglich. 

Aus diesem Satze erkennt, man, daß es Klassen geben kann, deren 
sämtliche Ideale durch ein Ideal r teilbar sind. Wenn umgekehrt ein Ideal 
der Klasse diesen Teiler ı als größten gemeinsamen Teiler mit f besitzt, so 
heißt r der größte gemeinsame Teiler aller Ideale der Klasse. 

An diese Begrifisbildung schließen sich sehr viele Fragen, von denen 
wir die folgende herausgreifen wollen: 

Wie viele Klassen gibt es, deren Ideale zu f teilerfremd 
sind (t=(1))? Solche Klassen werden wir als primitive Klassen 
bezeichnen. 

Um die Frage zu beantworten, zerlegen wir den Führer in seine Prim- 
ideale: 

Treppe 
Dabei setzen wir voraus, daß die Primideale p,, p,, ... sämtlich voneinander 
verschieden sind und die Normen p,, Pa, - - - besitzen mögen. Die Anzahl 
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der Idealklassen (mod.f), deren Ideale zum Führer teilerfremd sind, wird 
stets mit _(f) bezeichnet. 

Wir beweisen zunächst, daß es in jeder Klasse eines der folgenden f 
Ideale gibt: 

le, es 

Enthält nämlich eine primitive Klasse ein Ideal n = (n), wo die 
Norm n zu / teilerfremd ist, so bilde man durch Division mit f genau wie 
auf Seite 8 den Rest r > 0: 


n=q/+r0<r<pf. 
Dann ist 


(nr) (r) (fi). 
Denn r ist ebenfalls teilerfremd zu f, also — 1+ 17 eine Strahlzahl. 
Andrerseits sind keine derjenigen unter den obigen f Idealen, die zu f 
teilerfremd sind, untereinander äquivalent. Wäre nämlich 
(r}) = (r;) (N), 
wo (r,) und (r,) zu f teilerfremd sind, so würde folgen: 
r] N ler 
rz Y Zu y; 
d.h. die Differenz r, — r, müßte durch f teilbar sein, was unmöglich ist, 
da die positiven Zahlen r, und r, beide kleiner als f und von einander ver- 


schieden sind. Damit ist das folgende Resultat gefunden: g (f) ist die 
Anzahl aller derjenigen Ideale unter 


1), 2), @, ... (NM 


die zu f teilerfremd sind. Um somit  (f) zu berechnen, brauchen wir nur 
in der Reihe dieser Ideale diejenigen auszuschalten, die mit f einen 


gemeinsamen Teiler haben. Zunächst haben alle si Ideale 


(pı), Zpı)h - - - Fr P.), i 


den Teiler p, = (p,) mit | gemein. Streichen wir diese Ideale weg, so 
bleiben noch | 
1 
-4-1fi-3 
Pı Pı 


Ideale übrig. Unter diesen lassen wir jetzt alle diejenigen weg, die durch 


Pa = (Pa) teilbar sind. Dieselben sind unter den E Idealen 


(Pa), (2P2), - - .(£ P) 


zu finden. Sie müssen auch zu p, teilerfremd sein, da die durch p, 
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teilbaren schon weggestrichen sind. Ihre Anzahl ist deshalb gleich der 

Anzahl der zu p, teilerfremden Faktoren 1, 2,3,... Z und berechnet 
2 

sich genau wie vorhin: sie ist gleich: 


n=5) 


Läßt man diese Ideale wiederum weg, so bleiben jetzt noch 


len e e 


Ideale übrig. In dieser Weise fährt man fort und findet schließlich die 
berühmte Formel 


1 1 1 
an 1-)(1-,)- +(1-,,); — yfıpt ...H%, 
ll) z ı( Ei = tan, 
Statt 9 (f) schreibt man gewöhnlich @ (f). 
Beispiele: 
f = (90) besitzt die Primidealzerlegung: 
(90) = (2) (3)? 5). 
Also wird 
1 1 90 
p (90) 91 5) ( 3) (1 — ) - 30 (2 —1)(3—1) (5 —1) = 2. 
Die 24 inäquivalenten, zu (90) teilerfremden Ideale sind: 


(4), (7), (1), (13), (17), (19), (23), (29), 
(31), (37), (41), (43), (47), (49), (53), (59), 
(61), (67), (71), (73), (77), (79), (83), (89). 


Alle mit Ausnahme von (49) = (7)? und (77) = (7) (11) sind Primideale. 
Will man weiter die Frage lösen, wie viele unter den Idealen 
1), 2)... 


den größten gemeinsamen Teiler t mit f besitzen, so bedenke man, daß diese 
Anzahl gleich der Anzahl derjenigen unter den Idealen 


\ 
Kan APRah 2 il r); 
ist, für die der Faktor 1, 2,..., - vor r teilerfremd zu 2 ist. Nach der 


f 


obigen Auflösung ist diese Anzahl gleich old). 
15. Satz. Die Anzahl der Ideale (1), (2), (3), - - . (f), die den 


größten gemeinsamen Teiler tr mit f besitzen, ist gleich ef). 
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Man dividiere die Zahlen 
1 ID EUR RE ERS Kimmansh BI 

durch die Zahl f, bilde also die Brüche 

EN re N 

PO REITER NAT 
und kürze dieselben so lange, bis Zähler und Nenner jedes einzelnen teiler- 
fremd sind. Ist r irgendein Teiler von f mit Einschluß der Teiler 1 und 
f, so gibt es nach dem 15. Satz 9 Ü) Brüche, die durch r gekürzt wurden. 
Die Anzahl aller Brüche ist daher 


Ep () oder I% (r), 
wo r alle vorhin definierten Teiler von / durchlaufen soll. Die zweite Summe 


ist deswegen gleich der ersten, weil 2 und r gleichzeitig die Teiler von f 


durchlaufen. Andrerseits ist / die Anzahl der Brüche; also muß 
I=2Zgelr). 
16. Satz. Durchläuft r alle Teiler von f mit Einschluß 
von 4 und f selbst, so ist 
= m: 
Beispiele: 


Die Zahl 90 hat die 12 Teiler 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90, und es 
eo ea ge al a2 194 


Wir wollen zum Schluß noch einen wichtigen Satz behandeln, der den 
multiplikativen Zusammenhang der Ideale berücksichtigt und entsprechend 
zum multiplikativen Zusammenhang der Klassen führt. 

17. Satz. Ist m Zn, undn, =n,(f), so ist auch 


et Hall). 


In Worten: Ersetzt man in dem Produkt zweier Ideale letz- 
tere durch zwei äquivalente Ideale, so liegt das Produkt in 
beiden Fällen in derselben Idealklasse. 


N. 


‘ Denn aus der Annahme folgt, daß ar und, — "positive Strahlzahlen 
N] 
(mod.f) sind. Also ist nach der OS renschaft des Strahles 
n, N _ NM, 
u 


eine Strahlzahl, womit der Satz bewiesen ist. 
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Ist N eine Klasse d. h. der Inbegriff aller zu einem bestimmten Ideal 
äquivalenten Ideale, so ist N das Symbol für einen neuen Bereich von 
Dingen, und man kann auch diese Klassensymbole durch Multiplikation 
miteinander verbunden denken. | 

13. Definition. Unter dem Produkt N,N, zweier Klassen 
N, und N, versteht man den Inbegriff aller Ideale, die den 
Idealprodukten nın,, wo n, irgendein Ideal von N,, 1, irgend- 
ein Ideal von N, bedeutet, äquivalent sind. 

Nach dem eben bewiesenen liegen alle Idealprodukte in einer einzigen 
Klasse. Man darf deswegen N,N, =N setzen. 

18. Satz. Das Produkt zweier Klassen ist wieder eine 
Klasse. 

Da für die Multiplikation der Ideale das kommutative Gesetz gilt, 
muß dasselbe auch für die Klassen gelten. 


NN —N.N. 


Damit schließen wir die allgemeine Untersuchung über Idealklassen ab; 
im nächsten Kapitel werden wir die Betrachtung einzig für den Fall durch- 
führen, daß der Führer ein Primideal ist. Bevor wir dazu übergehen, 
müssen wir im nächsten Paragraphen ein hervorragend wichtiges und 
brauchbares formales Hilfsmittel kennen lernen, das uns in der Folge 
bei allen Beweisen gute Dienste leisten wird. Begrifflich wird es uns da- 
gegen nichts Neues ergeben. 


Beispiele: | 
Die primitiven Klassen des Führers (3) sind 


N, = Klasse der Ideale (1), (4), (7), (10), ..., 
N; Fr „ „ „ (2), (5), (8), (11), ee 


und e wird N,N,; = N.; NN, =N:: 
(4) (5) = (20) = (2) ((3)); (2) 2) = (A). 


Zum Führer (5) gehören 4 primitive Klassen: 


N, = Klasse der Ideale (1), (6), (11), (16), 

N; Nas ” „ bB) (2), (7), (12), (17), 

N; ser „ „ „ (3), (8), (13), (18), 

N; 5 ” ” $) (4), (9), (14), (19), ’ 
und es ist: 


NıNı =N), N,N; =N,, NN; =N;, N,N, =N, 
N,N, =N, N,N; =N),, N,N, =N;, 
NN =N, N M=N, NN, =N. 
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Denn: 
4” = (1), 1)2) = (2), (1) 8) = (8), (1) (4) = (A). 
2) (2) = (4), 2) (8) = (6), (2) (4) = (8), 
(3) 8) = (9), (3) (4) = (12), (4) (4) = (16). 


Historische Notiz: Die Bezeichnung $(f) für die Anzahl der 
zu f teilerfremden Zahlen, kleiner als f (siehe das Resultat Seite 28), ist 
von Gauß in seinen „disquisitiones arıthmeticae‘‘ (Werke, Band 1, 2. Ab- 
druck, Göttingen, 1870, S.30 art.38) gegeben worden. Die Berechnung von 
p(f) stammt schon von Euler (Opera omnia, Serie 1. Band, 2. Abhandl. 
271, 1915, S. 531). Dagegen hat Gauß den 16. Satz selbst entdeckt 
(Werke, Band 1, art. 39, S. 31). 


8 7. Die Kongruenz. 


Der letzte Paragraph hat die Bezeichnung für die Äquivalenz zweier 
Ideale in bezug auf einen gegebenen Führer eingeführt. Es ist nützlich, 
auch für die Normen der Ideale selbst ein Zeichen zu besitzen. 

14. Definition. Für alle Zahlen a des Moduls f setzt man 

a=0 (mod. f); - 
in Worten: a kongruent Null modulo j. 
Wenn somit a=( (mod. f) ist, so ist a eine Zahl von mod.f, d.h. 


von der Form ge wo y zu { teilerfremd ist. Diese Beziehung nennt man 


eine Kongruenz. 

Die neue Bezeichnungsweise bekommt ihre Bedeutung dadurch, 
daß für dieselbe ganz analoge Rechnungsregeln gelten, wie für die Glei- 
chungen, d.h. wie wenn das Kongruenzzeichen = durch das Gleichheits- 
zeichen ersetzt wäre. Entsprechend hat etwa die Bezeichnungsweise a + bi 
der komplexen Zahlen gegenüber der ebenso deutlichen Bezeichnungs- 
weise (a, b) den Vorteil, daß man mit a + bi die vier Grundoperationen 
ausführen darf, gerade als wenn wir eine reelle Summe vor uns hätten. 

19. Satz. Wenn a=0 (mod.f) ist, so ist auch 

se 0 (mod. f), 
wenn x irgendeine natürliche Zahl und y irgendeine zum 
Führer f teilerfremde natürliche Zahl bedeutet. 

Erweiterung der 14. Definition. Sind a und 5 zwei Zahlen, 
deren Nenner zu f teilerfremd sind, und für die a—b=0 
(mod. f), so schreibt man 

a=b (mod.|). 
In Worten: a kongruent b moduloj. Diese Beziehung heißt 
eine Kongruenz. 
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20. Satz. Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man auf 
ihrer rechten und linken Seite Gleiches hinzufügt oder weg- 
nimmt. 


Denn wenn a=b (mod.f), so ist a—b eine Zahl von mod. f, also 
ist es auch (a +c)—(b+c) =a—b. Natürlich muß der Nenner 
von c zu f teilerfremd sein. 

21. Satz. Wenn a=b (mod. f),b=c (mod.f), so ist aucha=c 
(mod.f). 

Denn ist a—b und b—c in mod.f, so ist es auch (a—b) + 
b—c) =a—.c. 

22. Satz. Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man beide 
Seiten mit einer ganzen Zahl multipliziert, oder durch 
eine zum Führer teilerfremde ganze Zahl divıdiert. 

Dieser Satz ergibt sich ohne weiteres aus dem obigen 19. Satz. 

Die Reihe dieser Sätze bringt den Beweis, daß das Rechnen mit 
Kongruenzen genau in derselben Weise geschieht, wie das Rechnen mit 
Gleichungen. Einzig bei der Division ist darauf zu achten, daß der Divisor 
zum Führer teilerfremd ist. 

Gewöhnlich wird der Führer in der Bezeichnungsweise der Kongruenz 
durch seine Norm ersetzt, d. h. mit lateinischen Buchstaben geschrieben. 
Dies ist vor allem bei Zahlenrechnungen von Vorteil, da es eine Klammer 
erspart. 

Mit Hilfe des Kongruenzbegriffes nimmt auch die Definition des 
Strahles eine einfachere Form an: 

Alle Zahlen a, die der Bedingung genügen 


a=1 (mod. f), 


sind Zahlen des Strables f und umgekehrt. 

Zwei Ideale n, und n, sind äquivalent, wenn für ihre Nor- 
men die Kongruenz gilt: 

A =4 (mod.f), 

N, 

Beide Tatsachen ergeben sich ohne weiteres aus der Definition des 
Strahles und der Äquivalenz. Sie zeigen, daß Äquivalenzbegriff und 
Kongruenzbegriff ein und dasselbe nur in anderer Form ausdrücken. 

Die Bedeutung der Kongruenz liegt in ıhrer formalen Ausdrucks- 
fähigkeit und Anschaulichkeit. Bei allen Rechnungen ist sie von nicht zu 
unterschätzendem Vorteil. Die Bedeutung der früheren Begriffe und 


Bezeichnungen werden bei dem Aufbau der Zahlentheorie dadurch nicht 
berührt. 
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15. Definition. Alle einer gegebenen Zahl (mod.f) kon- 
gruenten Zahlen bilden eine Kongruenzklasse (mod.f). 

Diese Definition ist nach Satz 19 nicht nur für ganze, sondern auch 
für gebrochene Zahlen gültig. Die Kongruenzklasse ist wegen Satz 21 
von der Ausgangszahl völlig unabhängig. Zwischen den primitiven Ideal- 
klassen und den Kongruenzklassen ihrer Normen findet eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung statt. 


23. Satz. Zweizu f teilerfremde Ideale sind einander (mod.f) 
äquivalent oder nicht, je nachdem ihre Normen (mod. f) kon- 
gruent sind oder nicht. Umgekehrt: Zwei zu f teilerfremde 
Normen sind einander (mod. f) kongruent oder nicht, je nach- 
dem die zugehörigen Ideale (mod.f) äquivalent sind oder nicht. 


Ist nämlich n, Zn, (f), so ist 


Da aber n, und n, zu f teilerfremd sind, so folgt daraus 
Ist dagegen ıı, £ 11, (f), so wird aus demselben Grunde 

n 

5 #41 (mod. f), n,&n, (mod. f). 


Sind n, und n, positiv und zu  teilerfremd, so folgt in entsprechender 
Weise 


1. Aus n,=n, (mod.f): — 1 (mod. f, mn & Zrf). 
2 


n 
2. Aus n, &n, (mod. f): = #1 (mod. 5), m &1,(f). 
2 


Beispiele: 
23=—5 (mod. 7); dann 3+5= 28 =4-7 
3 2 ar, 2 7 1 
m= 5 (mod. 7); denn RE ER are 
1 1 14 2 
3= 5 (mod. 7); denn aaa, Ra 
— 2= 5 (mod. 7); dan —2 —5=—- 7 =—1-.7. 
Aus den beiden letzten Kongruenzen folgt nach dem 21. Satze: 
1 4 a 
3=—2 (mod. 7); in der Tat ist 3 +2 ee) at 


Fueter, Zalılentheorie. 3 
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f = (7) besitzt die 6 primitiven Klassen der Ideale 
(1), (2), (3), (4), (5), (6). 
Entsprechend existieren 6 Kongruenzklassen 
=1l,=23 =3 =4=)5, =6 (mod. 7). 

f = (12) besitzt Y (f) = 4 primitive Klassen, die durch die Ideale 

(1), 6), (7), (11) 
gegeben sind und den 4 Kongruenzklassen 
le ImOASLZ2) 


entsprechen. 

Historische Notiz: Die Einführung der Kongruenz als selbstän- 
diges Rechnungssymbol ist die erste geniale Tat in Gau ß’ disquisitiones 
arithmeticae gewesen. Eulers Arbeiten zeigten das Bedürfnis nach 
einem neuen Symbol; denn seine Resultate ließen sich oft schwierig in 
Worten fassen. Erst Gauß hat den Schritt wirklich getan. Siehe 
a. a. O. Werke, Band 1, Seite 9. 


II. Kapitel. 
Der Primidealführer. 


$ 1. Anzahl der Klassen. 


Wir haben am Ende des letzten Kapitels betont, daß die Theorie 
für den Fall durchgeführt werden soll, wo der Führer f ein Primideal I ist. 
Die Norm des Primideals I sei die Primzahl !. Alle Zahlen a des Strahles I 
sind dann durch die Kongruenz charakterisiert: 


a 17 (mod): 
Beispiele: 
Der Führer 1 =5 besitzt den Strahl der Zahlen: 
0927 4,.1,26,041,.16, 0.0.0. 
13 sn, RTL | 
BUCHE % „% NR] Sr. I . 
Y 252130293029 


Ver Ey TERN STE ERNEUERT 


aTie\eh lee Miatsuen, ae un ae are ale 


Die ganzen Strahlzahlen für den Führer ! = 13 sind: 


Ne A TAN D 


Die Anzahl der Idealklassen ergibt sich aus der Formel von 9@ (f) Seite 28, 
falls f = I gesetzt wird. Da in diesem Kapitel die Theorie der Idealklassen 
(mod.Y) als Ganzes dargestellt werden soll, werden wir den Beweis für 
die Anzahl p(f) noch einmal erbringen und dabei die Nützlichkeit des 
Kongruenzzeichens erproben. 

1. Satz. Jede ganze Zahl ist einer der Zahlen 1,2,...,/ 
(mod.!) kongruent. 

Denn dividieren wir eine gegebene Zahl n durch I, so bleibt ein Rest. 
r <|, der nicht negativ ist: 


n=ql-+r. 
3* 
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Daraus erkennt man, daß n—r eine Zahl von | ist, oder 
n—r=(, n=r (mod. |). 
Beispiele: 
Für 1=13 ist beispielsweise 
123=9-.13 +6; 123=6 (mod. 13). 
Umgekehrt sind alle Zahlen 
PER ira 

untereinander inkongruent; denn die Differenz von je zweien ist dem 
absoluten Betrage nach kleiner als /, also auch nicht durch 2 teilbar. 

Unter den I! Zahlen A, 2, 3,... list nur eine einzige, nämlich /, durch 
teilbar. Alle übrigen sind zu lteilerfremd. Die Ideale (1), (2),... (2 —1), 


bilden daher Z— 1 verschiedene primitive Klassen. Umgekehrt ist jedes 
Ideal, das zu I teilerfremd ist, einem der Ideale 


äquivalent (mod.!). Somit ist unter Berücksichtigung des 1. Satzes das 
folgende Resultat bewiesen. 

2. Satz. Es gibt YP()=1!—1 primitive Idealklassen 
(mod.!). 

Es wird im folgenden genügen, wenn wir uns auf primitive Klassen 
beschränken. Wir verstehen unter Klassen von jetzt an immer primitive 
Klassen. Haben nämlich die Ideale einer Klasse den größten gemein- 
samen Teiler I, so gibt es genau 1—1 Klassen, die diese Eigenschaft 
haben. Diese entsprechen ihrerseits den Z— 1 primitiven Klassen; denn 
zwei Ideale sind äquivalent, wenn der Quotient ihrer Normen eine Strahl- 
zahl ist. Bei der Bildung dieses Quotienten fällt aber der Faktor I des 
Zählers und Nenners fort. 


Führt man statt der Idealklassen die Kongruenzklassen der Zahlen 
ein, so bilden alle Zahlen, die einer der ! Zahlen 


PER AR 


kongruent sind, eine Kongruenzklasse. Es gibt deshalb ! Kongruenzklassen. 

Aus dem obigen Beweise erkennt man noch eine andere Deutung der 
Funktion g (l). 

3. Satz. (!) = 1 —1 ist die Anzahl der zu I teilerfremden, 
positiven Zahlen kleiner als |. 

Bis jetzt haben wir nur die ganzen Zahlen in Kongruenzklassen 
eingeteilt. Es ist bemerkenswert, daß dieselbe Einteilung auch für die 
gebrochenen Zahlen gilt, und daß die letzteren zu keiner neuen Klasse 
führen. 
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4. Satz. Alle rationalen Zahlen, deren Nenner zu [ teiler- 
fremd sind, zerfallen (mod.!) in Z Kongruenzklassen. 
Der Beweis des Satzes beruht auf dem Umstande, daß jede gebrochene 


rationale Zahl =, deren Nenner zu I! teilerfremd ist, einer ganzen Zahl 


(mod. I) kongruent ist. Da die ganzen Zahlen in Z Kongruenzklassen 
zerfallen, wird dasselbe auch für die gebrochenen Zahlen gelten müssen. 

Um die erstere Behauptung zu beweisen, betrachten wir das zwei- 
gliedrige Ideal (n, !). Nach dem im ersten Kapitel bewiesenen Satz 1. 
gibt es einen eingliedrigen Modul tr = (r), für den 

WER: 
wird. Da n und / teilerfremd sind, muß v = (1) sein. Es gibt darum zwei 
natürliche Zahlen y und z, für die die Beziehung existiert: 
Yan 1. 
Diese gibt Anlaß zu folgenden Kongruenzen: 
zn=1 (mod. 1); Im2)-n=m (mod. 1). 

Setzt man € =mz, so ist schließlich 


zn=m (mod. |), 


oder, da (n) zu | teilerfremd ist, nach dem 22. Satz des vorigen Kapitels: 


m 
N rn (mod. 1); 


x ist die ganze Zahl mz. Damit ist der Satz bewiesen. 
Der Beweis beruht auf der Lösung der Kongruenz 


2 = m (mod. 1) 


durch eine ganze Zahl x. Führt man eine Begriffsbildung ein, die derjenigen 

der Algebra entspricht, so wird man die letzte Kongruenz eine Kongruenz 

ersten Grades oder eine lineare Kongruenz nennen müssen. x ist 

die entsprechende Unbekannte. Jede Kongruenzklasse, deren Zahlen 

die Kongruenz lösen, heißt Lösung oder Wurzel der Kongruenz. 

Eine Wurzel ist deshalb gleichbedeutend mit einer Kongruenzklasse. 
Eine lineare Kongruenz 


ne=m (mod. |) 


hat stets eine und nur eine Lösung x, falls (n) zu [I teiler- 
fremd ist. 

Der Satz bleibt nicht mehr gültig, wenn n durch [/ teilbar ist. Dean 
dann muß auch m durch {teilbar sein. Ist diese Bedingung erfüllt, so wird 
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jedes x die Kongruenz befriedigen. Der letzte Satz kann somit folgende 
Ausdehnung erhalten: 


5. Satz. Die lineare Kongruenz 
n£z=m (mod. |) 


hat eine und nur eine Lösung &, wenn n zu | teilerfremd ist; 
keine Lösung, wenn n durch | teilbar, aber m zu | teilerfremd 
ist; Z Lösungen, wenn n und m durch |! teilbar sind. 


Beispiele: 
Berechnung der Wurzel von: 


a) 2 imedo): 
Der Euklidsche Algorithmus für (2, 3) = (1) ergibt: 
3=1:27+1 3—2—=1 
at —1:.2=1 (mod. 3) 
z=—1 (mod. 3). 
b) 3z=2 (mod. 5). 


Der Euklidsche Algorithmus für (3, 5) = (1) ergibt: 


51.342 2.3—1-5 =1 
31.374 2-3=1 (mod. 5) 
A 22.3 2.(m0dsd) 
—=4 (mod. 5) 
13=41-7+6 2:-7—1-.123 =1 
De4r 0604 2:72 1 mod.ı19) 
| 6:-7=3 (mod. 13). 


z=6 (mod. 13). 


Durch den 4. Satz sind alle gebrochenen Zahlen, deren Nenner zu | 
teilerfremd sind, in Klassen eingeteilt; diese Klassen sind den Klassen 
der ganzen Zahlen umkehrbar eindeutig zugeordnet. Wir werden die 
Kongruenzklassen, deren Zahlen zu I! teilerfremde Zähler besitzen, als 
primitive Kongruenzklassen bezeichnen. Dann ergibt der bewiesene 
Satz die umkehrbar eindeutige Beziehung, die zwischen den primitiven 
Idealklassen und primitiven Kongruenzklassen bestehen muß. Der Zu- 
sammenhang ist im letzten Kapitel durch den 23. Satz charakterisiert. 
Die Idealklassen ihrerseits ersetzen die Kongruenzklassen vollständig. 

Mit Absicht ist im vorhergehenden im Gegensatz zum I. Kapitel 
die Kongruenz und ihre Begrifisbildung an die Spitze gestellt worden. 
Wir kehren jetzt zum systematischen Aufbau der Zahlentheorie zurück 
und werden erkennen, daß die Lösung der linearen Kongruenz die formale 
Grundlage zur weiteren Entwicklung des Klassenbegriffes sein wird. 
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Auf Seite 30 wurde die Multiplikation der Ideale und Idealklassen 
definiert. Letzterer entsprach die Multiplikation ihrer Ideale. Wir wollen 
jetzt die inverse Operation, die Division, entsprechend einführen. 

6. Satz. Sind n, und n, zwei zu | teilerfremde Ideale, so 
gibt es stets ein Ideal x, so daß 


men). 


Man schreibt hierfür auch: 


Denn es gibt stets eine ganze positive Zahl, für die die Kongruenz 
N,2=n, (mod. |) 
erfüllt ist. Das zugehörige Ideal £= (x) genügt nach Seite 32 allen Be- 


dingungen. Nach dem 23. Satz des vorigen Kapitels darf für x auch 
Jedes andere Ideal der Klasse eingesetzt werden. 


Beispiele: 

Jede Lösung der Kongruenzen auf Seite 38 ergibt eine Äquivalenz 
von Idealen, wenn man alle negativen Zahlen durch kongruente posi- 
tive ersetzt. Im Falle a) schreibt man statt —1:3—1=2; dann ist 


a) AIEN(HEEA)E 5 (B)). 


b) WER) (I LE WEIT (O)) 
)MHLHU; LT 6) (a). 


16. Definition. Sind N, und N, zwei primitive Klassen 
(mod. I), so versteht man unter ihrem Quotient N;:N, eine 
Klasse N, für die 

DV NV. 

7. Satz. Für irgend zwei gegebene primitive Klassen N, 
und N, existiert der Quotient N,:N, und ist eindeutig. 

Sind nämlich n, und n, Ideale von N, und N,, so gibt es nach Satz 6. 
eine Idealklasse X, deren Ideale r der Bedingung genügen 


nen). 


Für ı, und n, darf man nach Satz 43, Kapitel I, alle äquivalenten Ideale 
einsetzen, ohne daß die Äquivalenz zu bestehen aufhört. X ist somit 
die Klasse, für de N,X=N, ist. Gäbe es zwei inäquivalente Ideale £ 
und r', die beide der Bedingung genügen, so müßte 


neZnr(); me=ne® (mod. )). 
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Da ıı, zu [ teilerfremd ist, folgt hieraus 
<=x (mod.I),, er), 
gegen die Annahme; also ist X eindeutig. 
Aus diesem Satze kann insbesondere geschlossen werden, daß es 
zu jeder Klasse N eine andere Klasse N_ı gibt, für die das Produkt NN_ı 


diejenige Klasse ist, deren Ideale als Normen Strahlzahlen besitzen. Wir 
werden im $ 3 auf diesen Punkt zurückkommen müssen. 


Beispiele: 

Die auf Seite 30 definierten Klassen für den Führer (5) ergeben 
N NN 
N; =N,; N, =N;; N, =N,. 


N, ist die Klasse der Ideale mit Strahlzahlen als Normen; wegen 
NN; =N,, NN, =N): 
wird 
(N)-ı = N; (N3)-ı = N; (N,)-ı = N: 
Der Führer (13) besitzt 12 Klassen N, bis N,s; N, ist die Klasse mit 


Idealen von Strahlzahlen als Normen; N, sei die Klasse des Ideals (n). 
Dann ist: 


NN, = N; N3N, = N;,; NN = N; Hs; Ns = N;; NeNyı = N). 


Die Klassen sind Symbole, für die eine Operation, die Multiplikation 
und ihre Inverse, die Division, eindeutig definiert ist. Die Operation 
befriedigt das kommutative und assoziative Gesetz. Der Anfänger tut 
gut, sich dies an Hand der Erläuterungen von S. 5 im einzelnen klar- 
zulegen. Die Gesamtheit der Klassen wird eine Gruppe genannt. Der 
Gruppenbegriff ist von allergrößter Bedeutung für die Zahlentheorie. 
Wir müssen seiner Behandlung einen besonderen Paragraphen widmen. 


$ 2. Gruppentheoretische Grundbegriffe. 


An dieser Stelle unserer Betrachtungen tritt zum ersten Male eine 
andere Disziplin der Mathematik zur Zahlentheorie, die Gruppentheorie, 
die ihrerseits ein Teilgebiet der Algebra ist. Da wir ihre Grur.dsätze nicht 
voraussetzen werden, müssen wir kurz das Wesentlichste behandeln und 
solange den Gang der zahlentheoretischen Untersuchungen unterbrechen. 

Die Gruppentheorie betrachtet endlich viele Symbole a,b, c,... 
Diese stellen entweder selbst eine gewisse Operation (z. B. eine Permu- 
tation) dar, oder sie sind ein mathematischer Begriff (Idealklasse). 
Jedenfalls nehmen wir an, daß je zwei Symbole a und 5 verknüpft werden 
können zu einem Symbol ab. ab bedeutet somit z. B., daß man 
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zuerst die Operation a und dann die Operation db anwenden soll; oder daß 
aus a und ein neues Symbolabeindeutig hergestellt werden kann, wieesoben 
bei den Idealklassen möglich war. Dabei wird ab im allgemeinen von 
ba verschieden sein. 


Beispiele: 
Permutation der drei Zahlen 1, 2, 3. 


Schreibt man statt 3 die Zahl 2, statt 2 die Zahl 3 und läßt 1 ungeändert, 
so kann diese Permutation mit a bezeichnet und folgendermaßen geschrieben 


werden: 
u 125 
“UN EN 
Eine andere Permutation ist 
10273 
we e : 


ab bedeutet dann, man ersetze 1 zuerst durch 41 und dann durch 2; 2 durch 
3 und dann durch 3; 3 durch 2 und dann durch 1. Also: 


123 
Ze 


Ebenso ist 


123 
een) 


ab und ba sind wieder Permutationen, aber voneinander verschiedene. 

17. Definition. Die endlich vielen, voneinander verschie-. 
denen Symbole a,b,c... bilden eine Gruppe, wenn 

1. für irgendwelche unter den Symbolen, z.B. a und 5, 
auch das zusammengesetzte ab eines der gegebenen Sym- 
bole ist; 

2. das assoziative Gesetz bei der Zusammensetzung gilt 


bie ulbe); 


3. es unter den Symbolen ein Symbol e, das Einheits- 
symbol, gibt, das mit jedem Symbol a,b,c,... zusammen- 
gesetzt, dieses ungeändert läßt: 


Gerd Ben 0: 


4. es unter den Symbolen zu jedem Symbol a ein 
anderes Symbol a_,ı gibt, für das 


aa_ı =e 


wird. a_ı heißt das zu a inverse Symbol. 


42 II. Kapitel. Der Primidealführer. 


Aus dieser bewunderungswürdig einfachen Definition der Gruppe 
können eine Unmenge Folgerungen gezogen werden. Wir heben folgende. 
Sätze hervor: 

8. Satz. Wenn a_, das inverse Symbol vona ist, so ist a. 
das inverse Symbol von a_,. 

Nach Annahme ist aa_ı =e. Man setze a_,a =b; dann ist nach 
dem ersten Punkt der Definition auch 


Daran a a ARTE 
ein Symbol der Gruppe. Wegen des dritten Punktes ist 
Day ae = un: 


wegen des vierten Punktes hat jedes Symbol ein inverses, also auch 
a_ı. Ist a das verlangte inverse, so wird a_ıa=e, und somit auch 


bana=alıa. been —aN,.a—e 


9. Satz. Das inverse Symbol von e ist e. 

Denn nach dem dritten Punkt der Definition ist ee = e. 

10. Satz. Aus ba = ca folgt b=c. 

Denn es ist wieder baa_ı =caa_,, oder be=ce,d.h.b=c. 

11. Satz. Aus ab =ac folgt b=c. 

Beweis gleich wie vorhin. 

12. Satz. Sind 5 und c gegebene Symbole, so gibt es ein 
und nur ein a, für das 

abi =—.C, 


Um dies einzusehen, braucht man für a nur das Symbol cb_, zu 
wählen. Die Eindeutigkeit folgt leicht aus den beiden letzten Sätzen. 

Setzt man ein Symbol a n mal mit sich selbst zusammen, so erhält 
man das Symbol aa - -a, für das man analog wie bei der Multiplikation 
a” setzt. Man nennt a" die n. Potenz der Basis a, n den Exponenten 
der Potenz. | 

13. Satz. Es gibt stets einen Exponenten d, für den 


at = e. 


Denn da es nur endlich viele Symbole in der Gruppe gibt, muß man 
nach endlicher Zeit zu einer früheren Potenz kommen, wenn man den 
Exponenten immer größer und größer nimmt; es muß also z. B. 


ar = am, 
won>m;d.h. 

arm. am — am, 
Nach Satz 10. folgt hieraus 


ae. 
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14. Satz. Ist a@=e, so ist a@-! die Inverse von a 
ana ge e 


Diese Sätze rechtfertigen die Einführung negativer und nullter Po- 
tenzen der Symbole. Man setzt z.B. a_ı =a-!. Jede negative Potenz 
kann man durch ein- oder mehrmaliges Erweitern mit a@ zu einer posi- 
tiven Potenz umgestalten. 

18. Definition. Der kleinste positive Exponent d>(0, für 
dena@=e, heißt der Grad vona. Die Anzahl n der Symbole 
einer Gruppe heißt die Ordnung der Gruppe. 

15. Satz. Der Grad jedes Symboles ist ein Teiler der Ord- 
nung. 

Die d Symbole 

OR ee (a). 


sind voneinander verschieden; wäre nämlich at =a®, wwom<n<.d, 


so wäre 
ar = m % am = am arm =, 


Da n— m <d, könnte d nicht der Grad von a sein. Das obige System 
enthält d verschiedene Symbole. Sind alle Symbole der Gruppe damit 
erledigt, so ist n=d. Gibt es hingegen noch weitere Symbole, z. B. b, 


so bilde man 
bDebanbasnnen bas! (P). 


Auch alle diese Symbole sind untereinander verschieden; denn aus ba* = 
bar würde folgen a” =a” und 


Gm 6 
was gegen die Annahme ist. Wäre eines der Symbole ba* einem der Sym- 
bole a” gleich: 

Mao 
so wäre auch, da a" die Inverse von a* ist, 

b= una: 


b wäre somit in (a) enthalten, entgegen unserer Annahme. Sind durch 
(a) und (ß) alle Symbole der Gruppe erschöpft, so ist n=2d. Andernfalls. 
gibt es ein Symbol c, das nicht in («) und (ß) enthalten ist und mit dem 
man eine neue Reihe 
ERCON COS 00 (y) 

bildet. Man beweist wie vorbin, daß (a), (ß), (y) zusammen 3d verschiedene 
Symbole der Gruppe enthalten. Fährt man so fort, so werden schließlich 
alle Symbole in einer Reihe aufgenommen sein, da die Gruppe nur endlich 
viele Symbole enthält. Das ganze System der Reihen 
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ER OR 
ENORM 
e,casca cas! 


enthält ebensovielmal d Symbole, als es Reihen gibt. Da jedes Symbol 
nur einmal auftritt, ist die Ordnung ein Vielfaches von d. 

16. Satz. Wenn n die Ordnung der Gruppe ist, so gilt 
für jedes ihrer Symbole die Beziehung 


ar =Ee, 


Ist d der Grad vona, so ist a? = eund, dadein Teiler vonn, aucha” = e. 

19. Definition. Sind alle Symbole einer Gruppe in einer 
anderen Gruppe enthalten, so heißt die Gruppe Untergruppe 
der anderen. 

17. Satz. Die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler 
der Ordnung der Gruppe selbst. 

Der Beweis entspricht genau dem Beweise von Satz 15. Nur geht 
man statt von der Reihe e, a, a2, .... a@-1 von der Reihe 


RER (@) 


aller Symbole der Untergruppe aus. Ist A ein Symbol der Gruppe, das 
nicht in («) auftritt, so sind wiederum alle in 


Aa, Abadic n Ag (#) 


enthaltenen Symbole untereinander und von den Symbolen («) verschieden. 
Beide Reihen zusammen ergeben deshalb 2n Symbole, wenn n die Ordnung 
der Untergruppe ist. In dieser Weise fährt man fort. 

Der Satz ist eine Verallgemeinerung des vorhergehenden; denn die 
Symbole e, a, a?, ... a@-1 bilden, wie man sich leicht überzeugt, eine 
Untergruppe der gegebenen Gruppe. 

20. Definition. Wenn für je zwei Symbole einer Gruppe die 
Beziehung besteht 

ab=ba, 
so heißt die Gruppe Abelsch. 

Gibt es in einer Gruppe ein Symbola, so daß die Potenzen 
von a alle Symbole der Gruppe erzeugen, so heißt die Gruppe 
zyklisch. 

Jede zyklische Gruppe ist zugleich Abelsch. 

Denn durch e, a, a?,.... a1 werden alle Symbole gegeben, und es ist 

ar .-am = am .an = antm, 


Umgekehrt ist nicht jede Abelsche Gruppe zyklisch. 
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21. Definition. Gibt es in einer Abelschen Gruppe eine 
endliche Anzahl von Symbolen a,, a, ... a, so daß durch 


a,” Ay”: ... an" 


jedes Symbol der Gruppe einmal und nur einmal erhalten 
wird, wenn &; alle möglichen Zahlen von Null bis n —A 
Doreh laute or ssorbilden aa, 0a, eıne,Basis der 
Gruppe. Die Ordnung n ist gleich r,r,--*ry. 

18. Satz. Jede Abelsche Gruppe besitzt eine Basis. 

Für zyklische Gruppen ist der Satz evident, da alle Potenzen eines 
einzigen Elementes die Symbole der Gruppe ergeben. Die Basis besteht 
aus diesem einen Element. Für den Beweis des allgemeinen Falles sei 
auf Weber, Kleines Lehrbuch der Algebra, (siehe unten) S. 219 verwiesen. 

Sind die m Zahlen 1, 2,3... m gegeben, so kann man auf dieselben 
eine Permutation ausüben: 

N] NgNz "Toms 


wo die 7,, Ag, - . . 2„, in anderer Reihenfolge wieder die Zahlen 1, 2,... m 
bedeuten. Wir drücken die Operation des Permutierens durch das Symbol 
t Due ım, 
TI 


NıNgfNg Nm 
aus; dieses bedeutet somit: 1 werde durch n,, 2 durch n,..., m durch n,, 
ersetzt. 
Sind zwei verschiedene Permutationen gegeben 
en) P ee) 
1 = ‚ad = mt 15 
N,NogfNg'** NAm N]NaN, "Mm 
so erkennt man leicht die Bedeutung des Produktes zz’: Man nehme 
zuerst die Permutation zan 1, 2,... mvor und dann die Permutation 7’, 
ersetze also zuerst 1 durch n,, dann n, durch n,, ‚2 durch n,, n, durch n,, ... - 
Damit ist bewiesen, daß das Produkt zweier Permutationen wieder eine 
Permutation ist. Für die Zusammensetzung gilt das assoziative Gesetz. 
Unter & versteht man die identische Permutation 


BEWEREE 
Dam): 


und unter 7z_, die inverse Permutation 


Man sieht, daß z_ı, nach zz angewandt, die identische Permutation & 
ergibt, was man folgendermaßen schreibt: 


TI_ı = E 
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Die Permutationen sind Symbole, die allen vier Bedingungen des Gruppen- 
begriffes genügen. Es gibt imganzen m! Permutationen. Dieselben bilden 
somit eine Gruppe. Wir werden später Untergruppen dieser Gruppe zu 
behandeln haben. 
Jede Permutation kann folgendermaßen in einer neuen Weise geschrie- 
ben werden. Wenn die Permutation 
ann ( 2 3 m ) 


NıNogNg ''* Nm 


gegeben ist, so heißt das, man ersetze 1 durch n,, n, durch n,,, n,, durch 
Fe Geht man in dieser Weise weiter, so muß man nach endlich vielen 
Schritten wieder zur Anfangszahl zurückkehren; denn die Permutation 
enthält nur endlich viele Zahlen. Wiederholt sich in der Reihe 1, n,, n,,, 


Ton,» -  . eine der schon vorgefundenen Zahlen, z. B. n,, so muß die 
ı 


Vorhergehende jedenfalls auch die ursprünglich Vorhergehende sein, also 
in unserem Falle die Zahl 1. 

22. Definition. Unter dem Zyklus (k,, ku, -.. k,), wo die k 
irgendwelche voneinander verschiedene natürliche Zahlen 
sind, versteht man die Vertauschung von k, durch k, k, durch 
KK AULCH KT: 

Die Größen 1, n,, 2, : - - bildeneinen Zyklus. Sind unter diesen Zahlen 
alle Zahlen von A bis m zu finden, so wird 


ze (ln ona Ne.) 


sein müssen. Andernfalls bildet man mit den übrigbleibenden Zahlen 
einen neuen Zyklus. Alle Zahlen des neuen Zyklus müssen von denjenigen 
des ersteren verschieden sein. Sind auch durch diese beiden Zyklen die 
Zahlen1 bis m nicht erschöpft, so fährt man so lange weiter, bis jede Zahl 
in einem Zyklus untergebracht ist. Die Operation des Permutierens kann 
somit auch ersetzt werden durch die Operationen verschiedener Zyklen. 
Man drückt dies durch die Formel aus: 

all ul, na, a) NR 

19. Satz. Jede Permutation läßt sich, von der Reihenfolge 
abgesehen, auf eine und nur eine Weise in eine Reihe von 
Zyklen zerlegen, von denen keiner eine Zahl mit einem 
anderen gemein hat. 

Ein Zyklus von zwei Zahlen n und m wird eine Transposition 
genannt und mit (n, m) bezeichnet. Sie besteht somit in der Ver- 
tauschung der beiden Zahlen n und m. 

20. Satz. Jede Permutation kann auf unendlich viele 
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verschiedene Weisen durch eine Reihe von Transpositionen 
ersetzt werden. 

Um diesen Satz zu beweisen, genügt es, wenn wir zeigen, daß sich 
jeder Zyklus (k,, k,, ... k,) durch eine Reihe von Transpositionen ersetzen 
läßt. Da sich nach Satz 19. jede Permutation aus Zyklen zusammensetzt, 
ist der Satz damit auch für jede Permutation bewiesen. 

Es ist aber 


(kı; ka, HR k,) Se (kı, k;) (kı ka) (ku k,) ER (kı kr); 


wenn die Transpositionen der rechten Seite von links angefangen eine 
nach der andern vorgenommen werden. Daß es’unendlich viele verschiedene 
Arten von Zerlegungen gibt, erkennt man daraus, daß wir zuerst an unserer 
Permutation beliebig viele Transpositionen vornehmen können. Dadurch 
erhalten wir eine andere Permutation, die wir nach Obigem in Zyklen und 
dann in Transpositionen auflösen können. 

21. Satz. Die Anzahl der Transpositionen, in die eine 
gegebene Permutation aufgelöst werden kann, ist, welche 
Zerlegung in Transpositionen man auch wählt, stets gerade 
oder stets ungerade. 

Ist die Anzahl gerade, so heißt die Permutation von 
1. Art. Ist sie ungerade, von 2. Art. 

Zum Beweise betrachten wir die Funktion 


d= (u, — u,) (u, — U;) (u, — u, 
(u —- u). --(w — u 


UI, IURaRE Dre, DE Türen Walt TEERL | 


der m Variablen u,, us, ... u. Wenden wir auf die Indizes der Variablen 
die Permutation zz an, so wird 


ndA==z 4. 
Ist = (k,, k,) eine Transposition z. B. = (1, 2), so ist 
rd=—4; 


denn alle Faktoren von 4A vertauschen sich mit Ausnahme des ersten 
(u, — u,), der bei der Anwendung der Transposition sein Zeichen wechselt, 
Somit ist zA4 = + 4A, wenn die Anzahl der Transpositionen, in die zz 
zerlegt werden kann, gerade ist; z A = — 4, wenn jene Anzahlungerade 
ist. Für eine gegebene Permutation ist aber nur das eine der beiden Zeichen 
möglich; somit muß die Anzahl der Zerlegungen stets gerade oder stets 
ungerade ausfallen. 
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Historische Notiz: Abel hat zuerst, wenn auch in speziellerer 
Bedeutung, das Wort „Gruppe“ gebraucht in seiner Abhandlung: 
„Memoire sur une classe particuliere d’equations r&solubles algebrique- 
ment“ !). Diese Arbeit ist auch die Ursache, warum spezielle Gruppen 
Abelsche genannt werden; denn sie entsprechen der speziellen Klasse von 
Gleichungen, die Abel in dieser Abhandlung betrachtet. Erst Galois?) 
hat die eigentliche Gruppentheorie geschaffen. Zur Ergänzung der obigen 
kurzen Theorie sei H. Weber: Lehrbuch der Algebra, kleine Ausgabe, 
Braunschweig 1921, 2. Abdruck, 8. Abschnitt, S. 180 empfohlen. 


$ 3. Die Gruppe der Idealklassen. Fermatscher Satz. 


Wir haben im ersten Kapitel und im $ 1 dieses Kapitels die Zusammen- 
setzung von Idealklassen kennen gelernt und gesehen, daß zwei Ideal- 
klassen N, und N, durch Multiplikation oder Division der in ihnen ent- 
haltenen Ideale verknüpft werden können; dadurch erhält man jedesmal 
eine und nur eine neue Klasse N: 


NN, Node. Ns —ıN. 
Für diese Zusammensetzung gilt das kommutative und assoziative Gesetz: 
NN, =N:N;; (N,\N,)N,;, = N, (N,N;). 
Wir führen wiederum das Primideal | als Führer ein und nehmen von 
den Klassen die 1— 1 primitiven heraus. Unter diesen ist eine Klasse 
ausgezeichnet, nämlich diejenige, die das Ideal (1) enthält. Alle Ideale 
dieser Klasse werden dadurch charakterisiert, daß ihre Normen n Strahl- 
zahlen sind (mod.!). Diese Klasse wird die Haupt- oder Einheits- 


klasse genannt und mit E bezeichnet. Für jede andere Klasse N gelten 
dann die beiden Beziehungen 


NE—ZNSEN ZN: 


denn nehmen wir irgendein Ideal n = (nr) von N und multiplizieren wir 
dasselbe mit einem Ideal e = (e) von E, so folgt aus der Kongruenz 
e=1 (mod. |) 
die andere 
en=n (mod.|). 
Diese Kongruenz bedeutet nach dem Satz 23. von Kapitel I die Äquivalenz 
von en und n, d. h. 
ern dl). 
!) N. H. Abel, Oeuvres compl£tes, nouvelle edition, 1881, t.1, S.478. 
2) E. Galois, Oeuvres mathematiques, Paris, Gauthier-Villars (1897), 


S.33 ff. Siehe auch Manuscripts de Evariste Galois, publies par Jules Tannery, 
Paris, 1908, Gauthier-Villars. 
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Da diese Beziehung für jedes Ideal n von N und jedes Ideal e von E gilt, 
muß sie auch für die Klassen selbst Gültigkeit haben. Die zweite Gleichung 
ergibt sich aus der eben hergeleiteten durch Anwendung des kommuta- 
tiven Gesetzes. 
Außerdem gibt es nach Satz 7. zu jeder Klasse N eine Klasse N _,, 
so daß 
LE 


Damit sind alle Bedingungen erfüllt, die in der Definition der Gruppe 
gefordert sind. Die 1—1 primitiven Klassen (mod. I) bilden somit eine 
Gruppe, und zwar eine Abelsche Gruppe der Ordnung 1 —1. 

22. Satz. Die primitiven Idealklassen (mod. !) bilden 
eine Abelsche Gruppe der Ordnung !—1. 

Alle Sätze des vorigen Paragraphen gelten für die Klassen N als 
Symbole einer Gruppe. Insbesondere gilt Satz 16. Seite 44. 


IV 


Diesen Satz bezeichnet man als den Fermatschen Satz nach dem großen 
Zahlentheoretiker Fermat, der ihn zum erstenmal weiteren Kreisen be- 
kanntgegeben hat. Der Satz ist für jede primitive Klasse gültig; also muß 
auch jedes Ideal n, das zu I teilerfremd ist, die Äquivalenz befriedigen 


nasse 17h). 
Führt man statt der Äquivalenz die zugehörige Kongruenz ein, so lautet 
dieselbe 
n1=14 (mod. |); 


sie gilt für jede zu / teilerfremde Zahl n. 

23. Satz von Fermat. Die i—A. Potenz jedes zu |! teilerfrem- 
den Ideals liegt in der Einheitsklasse; die 1—1. Potenz jeder 
zu | teilerfremden Zahl ist der Einheit (mod. !) kongruent. 


Beispiele: 
U 
016 Mlmodao)a3 81-217 (mod. 5): 
1a, [1 12: 
22 — (9 — 16 =3?=27=1 (mod. 13); 
Br (8°) — 25° = (—1)'=1 (mod. 13); 
I (72) = (49)6 = 10° = 100° = (— 4)? = — 64 =1 (mod. 13). 
Historische Notiz: Fermat, der größte Zahlentheoretiker des 


Mittelalters, lebte von 1601 bis 1665 und war Parlamentsrat in Toulouse. 
Den 23. Satz hat er am 18. Okt 1640 brieflich an B. Frenicle de Bessy 


Fueter, Zahlentheorie. 4 
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ausgesprochen, ohne einen Beweis hinzuzufügen (Oeuvres de Fermat, ed. 
P. Tannery et Ch. Henry, Paris, Gauthier-Villars, t. 2[1894], S. 208—209). 
Den ersten Beweis gab Euler in den Comm. Acad. Petrop. 8 (1736), ed. 
4741, S. 141 (Opera Omnia, Serte 1, Band 2, 1915, Abhandlung 54, 
9. 33). 


Greift man aus jeder der >—1 primitiven Klassen (mod. I) ein Ideal 
heraus, so bilden diese ein Repräsentantensystem der Idealklassen. Jedes 
Ideal des Körpers, das zu ! teilerfremd ist, wird also einem und nur einem 
Ideal eines Repräsentantensystems äquivalent (mod. I) sein. Nach Satz 1. 
ist das einfachste Repräsentantensystem gegeben durch 


Ka) ale), 
Multiplizieren wir dieses System mit irgendeinem zu | teileriremden 
Ideal n = (n), so erhält man wieder ein Repräsentantensystem 


1, (2) no) lem 
Wäre nämlich 
rNne(sin(), 


so müßte auch die Kongruenz erfüllt sein 
rn=sn (mod. |), 


die durch beiderseitige Division mit n die Kongruenz der beiden Zahlen r 
und s erforderte. Die Differenz |r — s| ist kleiner als /, also nicht durch I 
teilbar, dar +s. JedesIdeal (r) n ist deshalb einem und nur einem Ideal 
des ersten Systems äquivalent; wir setzen 


(ne (n,)(), d.h. rn=n, (mod.|), 


wo n, eine bestimmte der Zahlen von 1 bis 1—1 bedeutet. Dieser Um- 
stand führt zu einer neuen und wichtigen Darstellung der Gruppe der 
Idealklassen; sie beweist zugleich für unseren Fall den bemerkenswerten 
Satz, daß jede Gruppe ein-eindeutig auf eine Gruppe von Permutationen 
bezogen werden kann. Wie man sieht, ist durch n eine gewisse Permutation 
der Reihe (1), (2)... (—1) festgesetzt, die wir folgendermaßen be- 
zeichnen wollen 
123 ...1—1 
zeiN) — ( | ) 
N]NgNg°* "Mi 
24. Satz. Jedem Ideal n ist eindeutig die Permutation 
z(n) zugeordnet. 
Dem Ideal (1) ist die Einheitspermutation 
12-..-1—1 
u) le) 


zugeordnet. Wir beweisen folgende Reihe von weiteren Sätzen: 
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25. Satz. Jedem Ideal einer Idealklasse ist eine und dieselbe 


Permutation zugeordnet. 
Sind n und m zwei Ideale derselben Klasse, 


nem(l), 
und 
-(, 2 SE) nn —(; 2 u) 
zn) u NN," Mm I Sm My, My," m-ı 
die zugeordneten Permutationen, so gelten die beiden Systeme von Kon- 
gruenzen: 
n,=ni (mod. I, my =mi (mod. 1, i=1,2,...1—1. 
Da n und m in derselben Klasse liegen, so sind ihre Normen n und m ein- 
ander kongruent (mod. I). Die beiden vorigen Kongruenzen gehen somit 
in eine einzige über: 
n,=ni=mi=m, (mod.!, i=1,23,...1—1, 
die aussagt, daß die beiden Zahlen zn, und m, gleich sein müssen, da sie 
kongruent sind und beide zwischen Nullund 7—1 liegen. Somit ist auch 
ren) =n(m). 
Es seien wieder n und m zwei beliebige Ideale und z(n) und (m) 
die denselben zugeordneten Permutationen. 
26. Satz. Sind n und m zwei Ideale, so ist 
a(n)z(n) =n (nm). 


Wir setzen 


m -(} 2 er! 2 a. 


NN, °"" m-ı MM," - m 
kn =; 28 Bean) 
kı k,ka..- kı-ı ; 
Nach der auf Seite 45 ff. gegebenen Theorie der Permutationen ist das Pro- 
dukt z(n)r (m) wieder eine Permutation: 
12...I1—1 
ande) (ri) 
Nun geht i: durch a(n) in n, über; n,; durch n(m) in m,,; also ist 
k;= m„. Nach obigem muß aber 
n;=in (mod. I), my=im (mod. |), ,=imn (\), 
sein; somit wird: 
k=m,„=nm=inm=k, (mod. I). 
Da k; und k, zwischen Null und 4 —-1 liegen, und beide einander kongruent 


sind (mod. !), so muß wie vorhin k; =%, sein. 
4* 
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Aus dem bewiesenen Satze folgt, daß die Zusammensetzung der 
Permutationen der Multiplikation der ihnen entsprechenden Ideale oder 
der ihnen entsprechenden Klassen gleichkommt. 

27. Satz. Die/— 4 Permutationen, die den 2—1 primitiven 
Klassen zugeordnet sind, bilden eine Abelsche Gruppe der 
‘Ordnung !—1. Diese Gruppe ist, als abstrakte Gruppe 
aufgefaßt, mit der Gruppe der primitiven Idealklassen 
identisch. 

Um die Richtigkeit des Satzes einzusehen, brauchen wir nur noch zu 
beweisen, daß auch umgekehrt durch jede Permutation zı(n) die Klasse 
von n eindeutig bestimmt ist. Man sieht ohne weiteres, daß zwei Klassen 
nicht derselben Permutation zugeordnet sein können; denn würden N 
und M dieselbe Permutation 77 (n) besitzen, so nehme man zwei Ideale n 
und ın dieser Klassen; es müßte dann für jeden Wert von z die Kongruenz 
erfüllt sein 

ni=mi (mod. |), 


was sofort auf die Kongruenz n = m (mod. I) und auf die Äquivalenz von 
n und m führen würde. Damit ist bewiesen, daß eine umkehrbar eindeutige 
Beziehung zwischen primitiven Idealklassen N und den Permutationen 
ze (1) besteht. Man kann jetzt ebensogut sr (N) schreiben. 

Auch für die Permutationen muß der Fermatsche Satz gelten. 

28. Satz. Die 1 —1. Potenz von jeder einer Klasse zugeord- 
neten Permutation ergibt die Einheitspermutation rm (1) =e. 

Durch !-malige Anwendung der Permutationen z (n) erhält 
man die ursprüngliche Permutation. 


Beispiele: 


Zum Führer [= (3) gehören zwei primitive Klassen, also auch die 
beiden Permutationen 


= 0=(15); 2) =(21)- 


Der Führer I = (5) besitzt vier Permutationen: 


Pe oe een 


ze (3) wird beispielsweise so berechnet: man nimmt die kleinsten posi- 
tiven Reste der Zahlen 


lee oe 
dieselben sind 
SEHEN 
also lautet die Permutation 
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"o-(239) 


Zwischen den Permutationen gelten die Beziehungen: 


eur =(218) (3) mio 

mar =(2413)(6321)=(5142)==®) 
2-32) -(j-en-. 

Entsprechend findet man für den Führer I = (7) 

(2300) 

or RO) 

8° = Ba (6543 31)= 70); 

ao = (a15a05)- 7; 
89 = = (531649) 70); 

a 123450) = ml) =o 


Historische Notiz: Die Zuordnung von Permutation und Kon- 
gruenzklasse ist zuerst von Zolotareff in seiner „Nouvelle d&monstration . 
de la loi de r&ciprocit& de Legendre‘ (Nouv. Ann. de math., 2° serie [1872], 
t. 11, S. 354) angegeben worden. Der Verf. hat die obige Darstellung in 
einem Mittellehrerkurs (Zürich 1911) vorgetragen. Neuerdings hat Fro- 
benius auf Zolotarefis Beweis zurückgegriffen (Sitzungsber. der kgl. 
preuß. Akad. der Wiss., Berlin 1914, S. 335). 
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Es sei n Ideal einer primitiven Idealklasse und = (n) die zugehörige 
Permutation. Nach Satz 14 gibt es dann den kleinsten Exponenten d, 


für den 
rin = null) 


ist. dist der Grad der Permutation (18. Definition). Da l—A die __ 


Ordnung der Gruppe ist, folgt nach Satz 15: 
29. Satz. Der Grad d ist ein Teiler von I—1. 
Man sagt n oder die Klasse N von n gehört zum Exponenten d. 
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30. Satz. Es gibt y(l—1) Idealklassen, die zum Exponen- 
ten 1—1 gehören. 
Wir nehmen an, es gebe ein Ideal n, das zu einem Exponenten d > 1 


gehört: 
ne (1) (N). 


Für jede. Potenz n“, wo 0 <u<<d ist, gilt dann ebenfalls 
NR 
‚allein n“ gehört nur dann wieder zu d, wenn u zu d teilerfremd ist; denn 
hat u den Teiler ? mit d gemein, so ist schon: 
g 
me (Ay 
Es gehören also nur y (d) Idealpotenzen n", 0 < u < d, zum Exponenten 
d (siehe die Definition der g-Funktion, S. 27). Alle diese Idealpotenzen 
sind inäquivalent. Denn wäre 
0<u<d 
u 2 1 
en 
so wäre 
nam = (1) (I) 
gegen unsere Annahme, daß n zu d gehöre. Daher gehören auch 
die p(d) Klassen der Ideale n* zu d. 
Gäbe es noch mehr Klassen, so müßte ein weiteres Ideal m existieren, 
das keiner Potenz n“* äquivalent (mod. I)ist, und das trotzdem zu d gehörte: 


me e(1) (N). 
Um die Unmöglichkeit dieser Annahme zu zeigen, bezeichnen wir 
mit x eine reelle Veränderliche und dividieren algebraisch die Funktion 


a 
a A Ta To aan nee 





durch £—n, wo n die Norm von n ist. Dadurch entsteht: 


ha)=ak—n)k(e)-+r 


identisch für alle x. r, ist aber eine Zahl von |; denn für <= n wird 





ns —1 

re hn)=rn. 
Da n #1 (mod.T), weil n zu d> 1 gehört, so ist 

n? —1 

er. =( (mod.!), 


also auch 
r,=0 (mod.!) und f, («)= (2 —.n)f, (x) (mod.!), 
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wo die letzte Kongruenz bedeutet, daß die Koeffizienten gleich hoher Po- 
tenzen von x rechts und links einander (mod.!) kongruent sind. 
Andrerseits sieht man, daß für d> 2 auch 
n?®d — 1 
n? — 1 
sein muß; und da (n®—-n) zu | teilerfremd ist, so wird 
f, (n)=0 (mod.)). 


Dividiert man f, (x) algebraisch durch 2 —n?, so wird der Rest 
wieder durch I teilbar sein, und es muß 


= fı (n?) = (n? —n) f, (n?)=0 (mod. |) 








za — 1 
Ta fı (®) = (# —n) (e — n?) [3 (x) (mod. 1). 
Fährt man in dieser Weise fort, indem man durch 2—.n?, ..., 2 — nı-1 
dividiert, so erhält man schließlich identisch in x: 
—1 
"TE =-hlaW=l—n) @—m).-- (@—n%-1) ja (a) (mod. N. 


Da links eine Gleichung vom (d — 1)-ten Grade steht, muß fa (x) von 
x unabhängig sein. Durch Vergleichung der Koeffizienten der obersten 
Potenz a! rechts und links folgt identisch in x: 
fa(«)=1 (mod.!) 
und 
I - (e—n) (e—n?) -»- (x — nd!) (mod.\); 
a —1= (2 —1) (e —n) (e —n?) - - » (a — nd!) (mod !). 
Die Norm m jedes weiteren zum Exponenten d gehörenden Ideals m 
würde somit die Kongruenz befriedigen? 


m —A= (m — 1) (mn) (m — n?) - - - (m — n-1) =() (mod. !). 
!müßte als Primideal einen der Faktoren des Produkts enthalten, also z. B. 
m—n“=( (mod.!) ode mu“ (I) 


sein, entgegen der Annahme. Somit ergibt sich das Resultat: Es ge- 
hören zu dem Exponenten dentwederg(d) oder keine Klasse. 
d ist ein Teiler von Z—1. Die Anzahl aller primitiven Klassen ist 


somit 
(d) 


wo die Summe über alle Teiler d von 1—1 mit Einschluß von d=1—14 
zu erstrecken ist. Das Kleiner-Zeichen tritt nur auf, wenn zu einem Teiler 
d keine Klasse gehört. Andrerseits ist die Anzahl aller primitiven 
Klassen 1— 1; also müßte 
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—-1<>gy(d). 
(d) 


Nach dem 16. Satz des vorigen Kapitels ist die Summe rechts gleich 
l-—1; also kann das Kleiner-Zeichen unmöglich auftreten; es gibt daher 
keinen Teiler von 1—1, zu dem keine Klasse gehört, und zud=1—1 
‚gehören $ ((—1) Klassen, womit der Satz bewiesen ist. 

II. Hauptsatz. Die Gruppe der primitiven Idealklassen 
(mod. !) ist zyklisch; ebenso: die Gruppe der Permutationen r (tt) 
ist zyklisch. 

Denn es gibt ein Ideal tr, dessen Z— 1 erste Potenzen die sämtlichen 
primitiven Idealklassen ergeben. Jedes der g(!—1) zum Exponenten 
I! — 1 gehörenden Ideale, die nach Satz 30 existieren, muß diese Eigenschaft 
besitzen. Nach Satz 27 sind die Gruppe der Idealklassen und die Gruppe 
der Permutationen identisch. 

Ein zu 1—1 gehörendes Ideal werden wir stets mit tr = (r) be- 
zeichnen. Es heißt ein Primitivideal, seine Norm r Primitivzahl 
in bezug auf I. 


Beispiele: 

Die Rechnungen von Seite 52 illustrieren bereits das Resultat. Für 
I = (3) ist (2) Primitivideal, für 1 = (5) ist es (2), und für = (7) ist es 
(3). Im letztern Fallist 9(7”—1)=9(6) =2. Es gibt noch ein weiteres 
Primitivideal. In der Tat ist (5) wegen 


io la) 
ein solches, weil der Exponent von 7x (3) zu 6 teilerfremd ist. z (3)? = (2) 
gehört zu - ro) lo) zu 2 => und zB) = (4) m =3. 
Ist wiederum ı ein Primitivideal (mod. I), so läßt sich nach dem eben 


bewiesenen Satz jede Permutation 77 (n) eines von t verschiedenen Ideales 
n als Potenz der Permutation 7 (t) darstellen: 
an) =r(t%; 

k heißt der Index von n in bezug auf die Basis r. Nach dieser 
Definition ist der Exponent nicht eindeutig bestimmt; denn aus Satz 28 
folgt, daß 

ae ee N 
somit können wir die Permutation 77 (t) auch immer durch die Permu- 
tation 7x (rt)! +#Q=U ersetzen; d.h.wenn wir zum Exponenten k ein beliebiges 
Vielfaches von 1— 1 addieren oder subtrahieren, so bleibt die Beziehung 
z(n) =n(t)* bestehen. Dabei fügen wir wieder die Festsetzung hinzu, 
daß die 0. Potenz jeder Permutation die Einheitspermutation selbst ist. Um 
den Index eindeutig zu machen, wollen wirim speziellen voraussetzen, daß 
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er immer eine der Zahlen 0, 1, 2, usf. 1 -— 2 sei. Diesen speziell gewählten 
Index werden wir mit ind. rn abkürzen; ind. n genügt also stets den Be- 
dingungen; a (n) =n (red und O<ind.n<l—41. Mit den Indizes 
kann man wie mit Logarithmen rechnen. Ihre Rechnungsregeln ent- 
sprechen genau denjenigen der Logarithmen. Nur ist dabei zu beobachten. 
daß die Rechnungsregeln keine Gleichungen, sondern Kongruenzen mit 
dem Modul (i—1) sind. Dies entspringt aus dem: 

31. Satz. Zwei Potenzen von z(t) sind einander gleich, 
wenn die Exponenten einander (mod. (£—1)) kongruent sind. 

Denn aus 

Ha ra 
folgt für n > m: 
at t=e. 
Es sei (£) = (I — 1, n— m) der größte gemeinsame Teiler von >—1 und 
n — m. Dann gibt es zwei ganze rationale Zahlen x, y, für die 
t=x(l—1) + y(n— m). 
Also wird 
Te) nd (yzm —g, 
Wäre {<1—1, so würde rt nicht zum Exponenten /— 1 gehören. Also 
it 2=1—1 und 
n— m=0 (mod.1—1). 

1. Rechnungsregel. Der Index des Produktes zweier Ideale 
ist der Summe der Indizes der beiden Ideale (mod. !—1) 
kongruent. 

Denn es wird 


anm) =r ln) (m) = 7 (v)iden . ze (vyindm — 77 (vyind. + ind. m, 
oder nach Satz 31: 
ind. nm=ind. n + ind. m (mod. ?—1). 


2. Rechnungsregel. Der Index des Quotienten zweier Ideale 
ist der Differenz der Indizes der beiden Ideale (mod. 2—1) 
kongruent. 





n\ _ en) _ Rer __ (eiindn—ind.m 
een 2) 

3. Rechnungsregel. Der Index der s-ten Potenz eines [deals 
ist dem s-fachen Index des Ideals (mod. Z—41) kongruent. 


cine) = ln) = (eye, 
Beispiele: 


Die Berechnungen von Seite 53 lassen für den Führer (5) und das 
Primitivideal (2) = tr folgende Tabelle erkennen: 
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Zahl | Index 
1 0 
2 1 [Primitivideal (2).} 
3 3 
4 2 


Daraus ergibt sich z. B. der Index von 72 auf folgende Weise: 


ind. (72) = ind. (2? . 3?) = ind. (23) + ind. (3?) = 3ind. (2) + 2ind. (3) 
=3:1+2-.3=1 (mod. 4); also ind. (72) =1. 


Der Führer (7) ergibt für r = (3): 


Zahl | Index 
1 0 
2 
3 1 {Primitivideal (3).} 
4 4 
5 5 
BES 


Also: 
ind. (2) + ind. (3) =ind. (6) =3; 2ind. (2) = ind. (4) = 4. 


Anwendungen: 


Der Führer ! = (2) besitzt nur die Einheitsklasse als primitive Ideal- 
klasse. Wir setzen daher von nun an / von 2 verschieden, 


d.h. als ungerade voraus. 
32. Satz. Der Index von (l—-1) ist = 


Fe 
a (l—1)=n(t)? 
Denn die Permutation m (I —1) ist gegeben durch 
na 1 2..I—-1\_ la War 


2 
Rechnungsregeln: 


also durch Transpositionen bestimmt. Somit ist nach den vorigen 





a(l— 1) = (r)?indl—) — 5, 
also 2 ind. (* — 1)durch 1— 1 teilbar, weil r zum Exponenten 1 — 1 gehört. 
Da ind. (2 — 1) zwischen Nullund !— 2 liegt, kann ind. (*— 1) nur Null oder 


sein. Im ersteren Falle wäre m (I—1) = eg, was ausgeschlossen ist, 





2 
da sonst zwei Klassen dieselbe Permutation &g zugeordnet wäre. Also 


ist nur noch ind. ( —14) An möglich. 
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Beispiele: 
Für I[=(5) und (7) erläutern die beiden vorigen Tabellen den Satz. 
Für I = (13) wird 
oh 1234 5678910411 12\, (Ma 12 345 678 9101112 
(24681012135 7 gu); "9 (281237112610 1 59 
«= ( 1 2 3456789101112\, 12) 12 3456789101112 
; ga 121140987654 3 2 ı)) \124110987654 3 21 
i—1 13—1 
eo: n(12)=n(2)®. 


Daraus kann gefolgert werden, daß (2) Primitivideal sein muß. 


® 


2) 


L) 


Es ist ferner: 


ind Ay inde (2) ter. Find. HOT. Nr9 
i—1 I—3\ 1 —1 
1-9 =(1 +2) 
Nach den Rechnungsregeln 1 und 3 und Satz 32 folgt hieraus 
1 > 13 
rare) A a 
da ja nach Satz 32 mn ((— 1)? =e ist. Somit liegen die beiden Ideale 
(—A!) und (—1) in derselben Klasse und es muß die Kongruenz be- - 
stehen 
—A)!=—1 (mod. |). 
. 33. Satz von Wilson. Für jede ungerade Primzahl / gilt die 
Kongruenz 
(—1)!=—1 (mod. |). 
Beispiele: 
41 =24=—1 (mod. 5); 6! = 720 = — 1 (mod. 7). 
Historische Notiz: Der Cambridger Professor E. Waring hat in 
seinen „meditationes algebraicae‘ (Cambridge 1770, S. 218) den Satz 
als von J. Wilson herrührend ohne Beweis veröflentlicht. Lagrange 
las ihn dort und veröffentlichte den ersten Beweis: „Demonstration d’un 


theor&me nouveau concernant les nombres premiers“ (lu a l’acad.le 13 Juin 
1771) (Euvres, t. 3, Paris, Gauthier-Villars [1869], S. 425). 


Die Indizesrechnung dient zur raschen Auflösung der linearen Kon- 
gruenz. Sind 2 und m zu | teilerfremd, und hat man die Kongruenz 


nt=m (mod. |) 
zu lösen, so wird 
ind. (rn) + ind. (x) = ind. (m) (mod. 2 —1), 
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also 
ind. (x) = ind. (m) — ind. (n) (mod. 1 — 1) 


sein. Ist aber der Index einer Zahl x gefunden, so ergibt sich daraus um- 
gekehrt aus der Tabelle ohne weiteres die Zahl selbst. 
| Beispiele: 
Die Tabellen von S. 58 ergeben folgende Lösungen: 
a) 37r=2 (mod.5); r = (2). 
ind. (2) =ind. (2) — ind. 9)=1—3=2=ind. (4) (mod. 4). 
x=4 (mod.5). 
b) 2z=5 (mod. 7); r= (3). 
ind. (2) = ind. (5) — ind. 2)=5 —2=3 = ind. (6) (mod. 6). 


z=6 (mod.7). 
c) 7x=9 (mod. 13); rt = (2). Die zugehörige Tabelle lautet: 
Zahl | Index 
1 O0 
2 1 
3 4 
1A 2 
5 9 {Primitivideal (2).} 
6 5 
7 11 
8 3 
9 8 
10 10 
11 7 
12 6 
ind. (x) = ind. (9) — ind. (()=8 —11=9=ind. (5) (mod. 12) 
z=5 (mod. 13). | 


$ 5. Quadratische Reste. 


Wir haben im zweiten Paragraphen die Einteilung der Permutationen 
in solche von erster und zweiter Art durchgeführt. Wendet man dieses 
Resultat auf die den Idealklassen zugeordneten Permutationen an, so 
erhalten wir eine entsprechende Einteilung der Idealklassen. 

23. Definition. Das Ideal n heißt quadratischer Rest oder 
Nichtrest, je nachdem die ihm zugeordnete Permutation 
von erster oder zweiter Art ist. 
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Da die Permutationen für alle Ideale einer Klasse dieselben sind, kann 
eine Klasse entweder nur quadratische Reste oder nur quadratische Nicht- 
reste enthalten. 

34. Satz. Eine Klasse N enthält entweder nur quadratische 
Reste oder nur quadratische Nichtreste. Im ersteren Fall 
heißt sie quadratische Restklasse, im anderen quadratische 
Nichtrestklasse. 

Um Folgerungen aus dieser Definition zu ziehen, müssen wir die 
Permutationen 77 (n) genauer studieren; wir werden sie zu diesem Zwecke 
in Zyklen zerlegen. Greifen wir das Primitivideal r heraus, das nach 
Satz 30 immer existiert, und bezeichnen wir die ihm zugeordnete Permu- 
tation mit 77 (t), so ergibt die Reihe der Ideale (1), ,12,... v2 alle Ideal- 
klassen (mod.Y). Ihre Normen ergeben alle primitiven Kongruenzklassen 
en er Wir! schreiben: 


Zr, (mod >t) 
ra ru (model) 
De se lmodeN) 
Die Zahlen A, r,, 73... 7;_g liegen zwischen O0 und ! und sind eine 
besondere Anordnung der Zahlen 1, 2, 3,...2—4. Nun ist aber 
r-1 r, (mod. }), 


rer, =rs (möd.l), 


Si 
© 
| 
es 
>) 
nn 
B 
je») 
er 
— 
SZ 


“ara RR el ken e.,g etnheunien] Bi ee 


Daraus ersieht man ohne weiteres, daß die gesuchte Permutation 7x (t) 
folgendermaßen in einen Zyklus aufgelöst werden kann: 


i ierıewers I i 
Zee) = BE ta Dronert, "5). 


Dieser Zyklus zerfällt in 1— 2 Transpositionen: 
(1, Lila ee: r,_2) =, r;) eb r5) hi (1, Tıa): 
Wenn Z ungerade ist, ist diese Anzahl ebenfalls ungerade; nach der Definition 
ist t daher quadratischer Nichtrest. Jede ungerade Potenz ı* von t ist 
ebenfalls quadratischer Nichtrest, da ihre zugehörige Permutation in 
k(l— 2) Transpositionen zerlegt werden kann. Dagegen sind alle geraden 


Potenzen ı* von r quadratische Reste; denn für gerades & ist auch die 
Anzahl k (I—2) der gefundenen Transpositionen gerade. 





ı—1 
35. Satz. Für jedes ungerade I! gibt es 5 quadratische 
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Restklassen und ebenso viele quadratische Nichtrestklassen. 
Die Ideale der Restklassen haben in bezug auf ein Primitiv- 
ideal geraden, die Nichtrestklassen ungeraden Index. 

Für 2=2 gibt es nur eine Klasse, nämlich diejenige von (1), die 
Restklasse ist. Wir setzen, wie bisher, l stets als ungerade voraus. 

Ist das Ideal ın quadratischer Rest, so muß es wenigstens eine 
Klasse geben, deren Quadrat die Klasse von n ergibt. Denn da der 
Index von n gerade ist, wird die Potenz rind des Primitivideals die 
betreffende Klasse festlegen müssen. Ist r = (x) irgendein Ideal dieser 
Klasse, so wird deshalb 


e<n(l) und ®=n (mod. |) 


sein. Die Kongruenz stellt eine quadratische Kongruenz (mod. I) mit 
der Unbekannten x dar. Eine Auflösung derselben kann somit stets 
gefunden werden, wenn nt quadratischer Rest ist. Da z(l—1)?=e, so 
ist auch 
Gl —1)”Sn(l) und ((— r)?=n (mod. |). 
Nun bestimmen aber r und (!— 1) r zwei verschiedene primitive Klassen, 
da im entgegengesetzten Falle 
s=l—x,2c=0, r=0 (mod. |) 
wäre. 
36. Satz. Die Kongruenz 
®=n (mod. |) 


hat stets zwei Lösungen, falls n quadratischer Rest ist. 

Ist dagegen das Ideal n quadratischer Nichtrest, so ist der Index von 
n in bezug auf ein Primitivideal ungerade; also gibt es’auch sicher keine 
Klasse, deren Quadrat die Klasse des Ideals n ergibt. Denn es müßte nach 
Definition des Primitivideals auch 


Derntlunnenenn.n 
sein. Also nach Satz 31: 
2ind.r=ind.n (mod. 1—1). 
Nun ist 2—1 gerade, somit 
2ind.r—ind.n 


nur dann eine Zahl von mod. (1— 1), wenn sie gerade ist; also muß ind. ıı 
gerade sein. 

In der Definition der quadratischen Reste und Nichtreste kann 
man an Stelle der Ideale auch die Normen derselben setzen. Dies ist 
besonders bei Zahlenbeispielen von Vorteil. 
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Man kann auf folgende Weise rasch entscheiden, ob ein Ideal n qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest ist. Aus 


7 (n) = m (jdn 
folgt nach Satz 32: 


kaum i— 1\ ind.n 
TU (n) Dale k (t) 2 Be Tel qyind.n, 


oder in Kongruenzfiorm: 
1 
n?2=(—- 1) (mod.!). 


Man kürzt (— A)ird.r mit (7) ab und nennt (7 


Symbol. Da ın quadratischer Rest oder Nichtrest ist, je nachdem ind. ı 
gerade oder ungerade ist, kann man mit Hilfe dieses Symboles folgendes 
Kriterium aussprechen: 

Kriterium. n=(n) ist quadratischer Rest oder Nicht- 
rest, je nachdem (7) = +4 oder —1 ist. 

Der Wert von (7) heißt der Restcharakter von n. Derselbe kann 
mit Hilfe der Kongruenz 


) das Legendresche 


1 


et (7) (mod. Y) 
rasch berechnet werden. 
Beispiele: 
{= (7), == — 3; es wird: 
23= +14 (mod. 7); 


d-+ 


5125 = 7 1 (mod.7): 


di 


Über das Legendresche Symbol gelten bemerkenswerte Sätze, von 
denen wir den folgenden hervorheben wollen. 
37. Satz. Sind ı und m zwei äquivalente zu | teilerfremde 


Ideale, so gilt für ihre Normen die Beziehung 7)=6)- 


also: 


Dagegen: 


also: 


I 


64 II. Kapitel. Der Primidealführer. 


Dieser Satz ist nur eine andere Form des im Satz 34 ausgesprochenen 
Resultates. Statt äquivalente Ideale kann man kongruente ganze Zahlen 
setzen. Er definiert dann zugleich das Legendresche Symbol für negative 
Zahlen. 

Wir werden im folgenden das Symbol (7) für verschiedene Werte 
von n berechnen: 


a n=l—A);n=1—1, 
| 1 are | ee 
a (a A )=4,1—1) 212), —).. 


Die Anzahl der Transpositionen ist u Also ist 1—1 quadratischer 


—1 
Rest oder Nichtrest, je nachdem a gerade oder ungerade ist. Das 


letztere wird eintreten, je nachdem /=1 (mod. 4) oder 1=3 (mod. 4) 
ist. Man darf deshalb setzen: 


nF 


Nach Satz 32 ist Au außerdem der Index von Z—A. Man erkennt 


2 
hieraus die Übereinstimmung von Berechnung und Definition von FT). 
i—1l+11+3 
b)n=(2),n=2; "2)=(' HN ETDER NYRW Orr KT)! 
246-.-.1—1 1 3 + +1—41—2 


Man führt diese Permutation folgendermaßen auf eine Reihe von Trans- 
positionen zurück. Zuerst läßt man !—2 in der Reihe: 
i—1 1+4 
1,2, an heaoyn ...d—23,1—1 
nach rechts um eine Stelle wandern, bis es seinen neuen Platz erhält; 
dies geschieht durch die eine Transposition 


—2, 1—1). 
Die Reihe sieht jetzt so aus: 
120 ap kn TE 
2 2 


Nun läßt man !— 4 um zwei Stellen nach rechts rücken, was durch die 
beiden Transpositionen 
(—4,1—3) l—41—1I) 
erreicht wird. Man erhält die Reihe: 
i—11-+1 


Re An ee ih a. 
309 
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Jetzt wird 1—6 um drei Stellen mittels dreier Transpositionen nach 
rechts gerückt; so läßt man schließlich jede ungerade Zahl nach rechts 


wandern, bis man bei der Zahl 1 angelangt ist, die durch — Trans- 


positionen nach rechts verschoben werden muß. Es ergibt sich die ge- 
wünschte Permutation: 

2,4,6,...1—1,1,3,...1—4,1—2. 
Die Gesamtanzahl der ausgeführten Transpositionen beträgt 


i—i1 1-1 1+1 R—1 
Mala ad en a en 





38. Satz. Die Zahl 2 ist quadratischer Rest oder Nichtrest, 


2 — 1 
je nachdem — gerade oder ungerade ist: 


2 P—1 
(7)--9° (+ 2) 


Ss lan nee 


lI—el—e+3 l—e 
ee RE, ..o ni 
"(12 3 3 3 ) 
369 I—e 3—e ---1—2e:--1—3 


wo e=1 ist, wenn l=1 (mod. 3), und e=2, wenn l=2(mod. 3) 
ist. Man verfahre genau wie vorhin; man rückt zunächst in der Reihe der 
Zahlen von 4 bis 1—A die Zahl I— 3 um zwei Stellen nach rechts, was 
durch die beiden Transpositionen (—3, 1—2) (I—3 1—1) erreicht 
wird. Dann Z1— 6 um vier Stellen nach rechts, was wiederum vier Trans- 





I—e 
positionen erfordert, usf. Schließlich 3— e um 2 —— Stellen nach 


3 
l—e 
rechts, was 2 TORE Transpositionen verlangt. Die Gesamtzahl der bis- 
herigen Transpositionen ist: 
lI—e l—e-+3 
te a woran: 





Diese Anzahl ist auf jeden Fall BR fällt also nicht in Betracht. Allein 
wir haben durch obige Transpositionen auch noch nicht die verlangte 
Permutation ausgeführt. Wir rücken jetzt 3 nach links um eine Stelle, 
was eine Transposition ausmacht, dann 6 um 2 Stellen nach links usf., 


schließlich Z— e um Ba Stellen nach links. Dies gibt zusammen 


3 
l— Il — ı— 3 
ar >= n- Se 


Transpositionen. 
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Ist nun Z=1 (mod. 3), e=1, so ist 
i—11+2 
Da 


. nur dann gerade, wenn 3.3 gerade oder 1=1 (mod. 12) ist. Für 


i=7 (12) ist die Anzahl ungerade. 
Ist dagegen = 2 (mod. 3), e=2, so ist 


a ed 
al 243 
+1 N 
nur dann gerade, wenn 3.3 gerade oder =—1 (mod. 12). Im 
Fall 2=5 (mod. 12) ist sie ungerade. 
39. Satz. 3 ist quadratischer Rest jeder Primzahl der Form 


422 +4, quadratischer Nichtrest jeder Primzahl der Form 
127 +9. 


Beispiele: 
a) != (5). Die Tabelle auf Seite 58 läßt erkennen, daß 


(1), (4) quadratische Reste 
(2), (3) quadratische Nichtreste 


sind; denn ihre Indizes sind gerade, resp. ungerade. In der Tat ist: 


ein Ü » Al Anzahl der Transpositionen : 0, 
1234 
"9 =(435,)=4.903; a: oo 
(123) =-w245) 
in (I 2) (4, 4) (ds 3); ” „ ” : 3, 
0) = (3125) 42:42 
Sr (18 3) (4, 4) ul 2); „ „ „ 3: 


Die Kongruenz 
© =4 (mod. 5) 
besitzt die beiden Wurzeln 


x=2 und =3 (mod. 5). 
b) {= (13). Die Tabelle Seite 60 ergibt, daß die Ideale 


(1), (3), (4), (9), 10), (12) quadratische Reste, 
(2), (5), (6), (7), (8), (11) quadratische Nichtreste 


sind. In der Tat ıst z. B. 
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123 4567. 89101112 
er 4 7410 — [1,2 9)12,929)14,12.10)768.11) 


US ZB HAITI LT IN 
Anzahl der Transpositionen: 8. 


1234 56789101142 
en 3 an nen 
= (1,5) (4, 12) (4, 8) (2, 10) (2, 11) (2,3) (4, 7) (4, 9) (4, 6). 


Anzahl der Transpositionen: 9. 
Um die Kongruenz 
©=3 (mod. 13) 


aufzulösen, setzt man 

2ind. (x) = ind. (3) =4 (mod. 12); ind.x=}- ind.4A=2 (mod. 6); 
somit: 

ind. (x) =2 oder =8 (mod. 12) und z=4 oder =9 (mod. 13). 


— 1 ist quadratischer Rest von 13; denn 
ar. 


2 ist quadratischer Nichtrest, weil 
132—1 


9 ae 
3 ist quadratischer Rest; denn 
41, m ter. 


Historische Notiz: Die Theorie der quadratischen Reste ist von 
Euler begonnen (opera omnia, Serie 1, Band 2, Abhandlung 242, S. 338 
und Abhandlung 262, S. 493) und von Gauß systematisiert worden (disquis. 
arıth. Werke, Band 1, Göttingen 1870, 2. Abdruck, S. 74). Doch hat schon 
Fermat den Restcharakter von —1 gekannt; er schreibt nämlich im 
August 1640 an Roberval (@Euvres, a. a. O., S. 203u.ff.), daß die Summe 
von zwei teilerfremden Quadraten nur durch Primzahlen der Form 4x +1 
teilbar seı, daß sie aber niemals durch eine Primzahl der Form 42 +3 
teilbar sei. Euler führte den Beweis hierfür (a. a. ÖO., Abhandlung 
241, 5. 328). Lagrange bestimmte in seinen „Recherches d’arithmeötique 
(Euvres, a. a. O., S. 707u.ff.) den Restcharakter von 2. 

Sein Symbol hat Legendre zum erstenmal in der Erstausgabe 
seiner Zahlentheorie: „Essai sur la theorie des nombres, Paris, an VI.“ 
auf S. 186 benutzt. 
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III. Kapitel. 
Die 2. Einheitswurzel. 


Um tiefer in die Theorie der Kongruenzklassen einzudringen, muß 
der Grundbereich erweitert werden; wir wenden damit das auf Seite 5 
ausgesprochene Prinzip aufs neue an und befinden uns in einer folgerichtigen 
Entwicklung der Zahlentheorie. Die Erweiterung geschieht dadurch, 
daß zu dem bisherigen Bereich der rationalen Zahlen geeignet gewählte 
Irrationalzahlen hinzugefügt werden. Diese werden sich auf die /. Ein- 
heitswurzel zurückführen lassen, deren Theorie aufs Innigste mit der 
Theorie der Idealklassen vom Führer | verwachsen ist. Durch die Ein- 
führung der I. Einheitswurzel gelingt die Aufstellung und der Beweis 
von neuen und interessanten Gesetzen, wie des Reziprozitätsgesetzes, sowie 
die Erledigung von neuen Fragestellungen wie nach der Anzahl von Prim- 
idealen, die in einer Idealklasse auftreten. Die Il. Einheitswurzel, als 
komplexe Irrationalzahl aufgefaßt, wird funktionentheoretisch durch 
die Exponentialfunktion gegeben. Während die Zahlentheorie Eigen- 
schaften der Zahlbereiche entwickelt, liefert die Funktionentheorie die 
Existenz der Zahlen des Bereiches. Dieser ınerkwürdige Umstand, der 
hier zum erstenmal auftritt, ist bci höheren Bereichen als dem der ratio- 
nalen Zahlen von entscheidender Bedeutung. 

Zu leichterm Verständnis dieses und der folgenden Kapitel wird 
dem Leser empfohlen, alle Beweise und Überlegungen zuerst für den 
Spezialfall 2=3 durchzuführen. 


$ 1. Die Exponentialfunktion. 


Bisher haben wir uns mit dem Bereich der abzählbar vielen ratio- 
nalen Zahlen beschäftigt. Sobald wir uns zur Funktionentheorie wenden, 
muß der Begriff der Stetigkeit, von dem wir bisher nur in beschränktem 
Maße Gebrauch zu machen hatten, zu Hilfe genommen werden. Alle Ent- 
wickelungen, die diesen neuen Begriff benutzen, bedienen sich als aus- 
gezeichnetes Hilfsmittel der geometrischen Anschauung; dies werden 
wir in ausgiebiger Weise auch hier tun. Wie zu Beginn des I. Kapitels 
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setzen wir die Definition und die Axiomatik der komplexen Irrational- 
zahlen als bekannt voraus und verweisen auf die Lehrbücher der Arith- 
metik und Funktionentheorie. Ebenso werden wir einige Elemente der 


analytischen Funktionentheorie anzuwenden haben und dieselben als 
bekannt annehmen. 


Wir bezeichnen mit i=Y—1 die imaginäre Einheit und mit z= 
x+1y die komplexe Variable. 


Die unendliche Reihe: 


BBne 1 

Hesige BU N 

v2) a, (2+n)? 
summiert über alle positiven und negativen ganzen rationalen Zahlen n, 
ist für jedes von einem n verschiedene z absolut und für jeden end- 
lichen Bereich, der keinen der Punkte n enthält, gleichmäßig kon- 
vergent (siehe den Konvergenzsatz 1. von Kap. VII, S. 191). (2) ist 
eine analytische Funktion, die in jedem endlichen Punkt zn regulär 
ist und in jedem Punkt z=n einen Pol zweiter Ordnung hat. Wegen 
der absoluten Konvergenz genügt y(z) den Funktionalgleichungen: 


y2)= ya); yYya+1)= yl). 
Denn es ist gleichgültig, ob in w(z) über —n statt n, oder über 
(rn + 1) statt über n summiert wird. Da die Reihe gleichmäßig kon- 
vergiert, dürfen wir sie gliedweise integrieren. Wir setzen: 


ae le 
#(2) he z Ve (2 + n)? m Ks Re n u et 


He 41 


! 


N em [6 n{n 2)" 


wo der Strich an 2 bedeutet, daß bei der Summation der eine Wert 
n =( ausgeschlossen ist. Nach der Definition ist: 





il 
ee -H 3 


o (2) 2 v(z), 
und o(z) eine ungerade analytische Funktion von z: 
PER) PAR): 


$(z) ist in jedem endlichen Punkt z#n regulär und besitzt in jedem 
Punkt z=n einen Pol erster Ordnung. Für z=#% wird: 


SZ 
Er re A OR Obere 


ee ai Sn 
= A en. In ont Bu Aa RE So 
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Wegen y(2+1) = y(z) und @'(z) = y(z) ist auch @’(2 +1) = '(2), 

woraus durch Integration folgt: 

o+1)=o(2)-+ ce. 

c ist eine von z unabhängige Größe. Setzen wir z=—#, so wird: 
(8) —0, 9 — 3) ya (3) =(, also ce = 0, und: 
9(2+1)= (2). 

Man nennt &(z) und y(z) periodische Funktionen mit der 
Periode 1. | 

1. Satz: o(z) ist eine periodische Funktion mit der Peri- 
ode1. Sie ist eine in der ganzen Ebene reguläre analytische 
Funktion mit Ausnahme der Punkte 2=0, +1,42, +3..., 
+n,..., wo sie Pole erster Ordnung hat. 

Wir ziehen durch die Punkte <= +1, +23, 43..,+n,... die 
Parallelen zur y-Achse. Dadurch wird die Gaußsche Ebene in lauter 
Streifen der Breite 1 zerlegt. Ist z irgendein Wert der Veränderlichen, 
so wird &(z) für alle Werte z-+n denselben Wert annehmen, wenn n 
eine beliebige ganze rationale Zahl ist. Denn es ist: 

plz rn) = ol). 

Es genügt daher, wenn wir die Funktion in einem Streifen, z. B. 
dem Streifen zwischen 2=(0 und x =1, studieren, wenn wir also unter 
z eine Zahl verstehen, für de 0=Sx< 1 ist. Die Gerade x = 1 schließen 
wir aus dem Streifen aus; denn sie entspricht der Geraden 2 =(, da 
o(z) auf beiden dieselben Werte annimmt. 

4 


Fig. 1. z-Ebene. 
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Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Funktionen (2) und 
y(z) füry= + % verhalten. Nun ist |2+ n| sowohl größer als |n + «| 
wie |y|, daher muß, falls oe ein echter Bruch ist: 

z+n’=|2+n|!te|z + njme>|n-+altttijylie, O0<e<i, 
sein. Daraus folgt: 
an 1 +& 1 


1 +® 1 
N Sa anne emer 
1 


1 
u nn = 
Dorn vn 
wo A, eine nur von o, x, nicht aber von y abhängige, endliche Größe ist 


Somit wird: 


lim y(2) =. 


y=r@ 
Entsprechend ist: 
z+n]=|z+n||2+n|!">|n+el|yle. 0<o<i1, 








also: 
1 +® 4 1 IzI+ly]l + 1 
en N ZN an 
pe)! | wir Iy 7° n=-o|nin + x)°| 
j 
N SEE O0 
1%] gl 


wo B, eine nur von 0, x, nicht aber von %y abhängige, endliche Größe ist. 
Daher wird, falls 0,0 so klein gewählt werden, daß +0 <A ist: 

x| -H la 

lim (2) plz) = lim sl Hal 


y=t% en La 





A,Bo = 0. 


Wir setzen jetzt: 
D(z) = y (2) — 292) yle). 
Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:. 
a) ©(4) =0. Denn es ist 9(4) = 0, und ebenso 2’(4) =0, da: 
Y!e)=- Pi -9d-r- I) -— vl) 
ist. (2) ist ungerade als Differentialquotient der geraden Funktion (2). 


b) ©(z) ist eine ungerade periodische Funktion mit der 
Periode 1: 


B(— 2) = — Ö(z), D(z +1) = D(z2). 
c) D(z) ist in der ganzen Ebene mit Ausschluß des un- 
endlich fernen Punktes regulär. 


Denn &(z) ist sicherlich an allen von z=n verschiedenen Punkten 
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regulär. In der Umgebung von z = 0 ist aber nach Satz 1: 


A N 
2) = —-— +29(2), 


En 
LT 


wo (2) für z = 0 regulär ist; also: 


1 R Rn 
ya) = Ye) = + PR) + 202) 


2 2 2 
Ya —;+27@) +27. 
Somit ist: 


2 2 e 1 ER AT IR 
D(2) = ar +20(2)+ - ri — 0); + o(2) +) 


= 4.9/(2) — 22922) — 22°9(2)9(2) + 29” (2) 


für z = 0 regulär. Wegen b) ist ®(z) in jedem Punkt z=n regulär. 
d) Es ist: 
ims2(2) = Ve had) 0 


y= zo y-—% 
Dies folgt aus den obigen Grenzwerten, sowie aus den zwei ganz 


gleich zu berechnenden: 
lim y'(2)=0, lim y’(z)=0. 


y= -% = Lo 
e) Die Funktion ®(z) ist identisch null: 
Di) =". 


Zum Beweise betrachten wir das Rechteck R mit den Ecken Ni, 
—Ni, — Ni+4A, Ni+1, wo N eine beliebig große, positive Zahl sei. 
Ist ®(z) nicht identisch null, so muß es für einen Punkt im Rechteck 
den Wert c=+0 annehmen. Wir integrieren dann ®’(z) /(®(z) — c) über 
die Umgrenzung von R: 


1 Die)dz a D’(iy)dy 1B’(2— iN)de 
2m, oz) —c 2ni]l!. Dliy) en Da —ıN) ce 
re + iy)dy I: -— 
Di -ıy)—c D(x +iN)—c 


Wegen b) ist das erste und dritte Integral entgegengesetzt gleich. 
Daher ist: 
SD iR nalen) 2 je iN)dx 
min, ®(z) —c mi, DB(x — ıiN)—c a 


0 
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Wegen d) und c#0 können wir N so groß wählen, daß: 
D(e+iN)|<e, |dBe-+iN)—c!>y, 0Scesi1 
wo & eine beliebig kleine positive Größe und y eine endliche feste Größe 
=+0ist. Somit ist: 
N D(c-+ iN)d 
Det iIN)—c| 


Da +iN)da| € 
Betim)—e“y' 














und daher: 
D'(z)dz 


Ini Blz)—c 

Nach den Grundlagen der Funktionentheorie ist der Wert des Inte- 
grales gleich der Differenz der Anzahl von Polen und Nullstellen der 
Funktion ®(z)— cim Rechteck. Diese Funktion wird somit im Recht- 
eck gleich oft unendlich wie null. Nach c) wird sie niemals unendlich, 
also auch niemals null. Dies ist unmöglich, da ®(z) wenigstens einmal 
den Wert c annehmen soll. Also ist DB(z) =. 

Somit gilt die Funktionalgleichung: 

ya) =2p@)yle) =292)P (2). 
Wir integrieren dieselbe zwischen $ und z(p(4) =): 


(2) — y($) = 9%) oder (2) = y($) + 9%(2). 


Man setzt: 





+® 1 © 1 


2; =yQ) Yi Sehe (2n + An = Is Er (2n + 1)2’ 








wodurch eine positive Zahl x = 3, 14159... deänieri ist. Arıs 
ya) =? + p°2) 


folgt dann, da „(z) für lim y = + %© verschwindet, 
lim 9@)= + nt. 
Mz=izen 

Nach der Definition von &(z) muß der Imaginärteil von o(z) das 

Vorzeichen von y haben. Daher muß: 
lim (2) = SEE lim p(2) = —nı 
y=+» a 

sein. Es ist vorteilhaft, an Stelle von &(z) eine Funktion einzuführen, 
die alle Eigenschaften von (z) hat, aber an der Stelle lim y = — x 
statt an der Stelle z=0 einen Pol hat. Zu dem Zwecke setzen wir: 


Plz) — Ti 
!(2) = o(z) +ri 


14 Il. Kapitel. Die 1. Einheitswurzel. 


Aus Satz 1 folgt: 


’e@+1)=f@, AN)=-1, In2) = 
Die Differentiation von f(z) ergibt: 


d Ami DL EUZ) 
Di) ee Ar 
dz o(2) + zu (o(2) + ri)’ 
oder wegen @'(z) = y(z) und y(z2) =n?+ @°(z Is 
era) no 
Azy 2 " es = ni er 2nif(2). 
Diese Differentialgleichung gestattet es, /(2) in eine Taylorsche 
Reihe um 2=0 zu entwickeln, da /(0)=1 ist. Man findet: 


A, Aniz (Ariz) (Amız)® 
Aal 5] a nn 


und diese Reihe konvergiert für alle endlichen 2. Daraus erkennt man, 
daß ©(z) den Wert — ri in keinem endlichen Punkte annehmen kann, 
da auoh f(z) in diesem Punkte unendlich werden müßte. Ebenso kann 
$%(2) auch in keinem endlichen Punkte gleich + zi werden, da 1//(z) 
diesem Punkte unendlich werden müßte, was wegen: 


= f(- 3) 


Bu 
f@)' 








RL 


n! 


1 
/(2) 
unmöglich ist. Wir wollen die beiden Punkte lim y = + © zum Streifen 
rechnen. Dann können wir den Satz beweisen: 


2. Satz: Die Funktion (z) nimmt im Streifen jeden Wert 
einmal und nur einmal an. 


Für die Werte + zı und © haben wir den Satz bereits bewiesen. 
Es sei also c eine von diesen drei Werten verschiedene Zahl. Wir berechnen 
wie oben das Ba 


ee Yield _ in ya)ld 

nn aan zn, 9(2) — € 

Dabei soll aber das en über das ie Integral erstreckt ist, nicht 
dasjenige des obigen Beweises sein, sondern aus jenem dadurch hervor- 
gehen, daß wir es parallel zu sich selbst nach links so lange verschieben, 
daß weder der Punkt 0, noch ein Punkt, für den (z) = c wird, auf ihm 
liegt. Ferner sei N so groß gewählt, daß alle Punkte, für die p(z2) =c 


wird, in seinem Innern liegen. Genau die gleiche Rechnung wie oben 
zeigt, daß 


—1 
wi 
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PA) (2)d2 un, 
5 23 o@)—c 


ist. (2) wird also ebenso " Mh c, wie es unendlich wird, und da 
letzteres nur für z=(0 von erster Ordnung stattfindet, kann g(z) auch 
nur an einem Punkte gleich c werden. 

Die Funktion @(z) ist die bekannte Funktion — rzcotg zz. 

Wir wollen uns jetzt ganz auf die Funktion f(z) beschränken, deren 
zahlentheoretische Eigenschaften uns in den nächsten Kapiteln beschäfti- 
gen werden, und darum ihre funktionentheoretischen Eigenschaften zu- 
sammenstellen, soweit sie für das Folgende von Wichtigkeit sind. Die 
Funktion heißt die Exponentialfunktion. 

3. Satz: Die Exponentialfunktion: 

Dettzu a (2zcı2)® (2x 12)" 
fe) =1+ a RE 


ist eine für jedes endliche z reguläre analytische Funktion. 











4. Satz: Die Exponentialfunktion f(z) ist eine periodische 
Funktion mit der Periode eins: 


fe +1) = 2) 


Diese Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus Satz 1. und der De- 
finition von f(2). 


5. Satz: Sind z, und 2, zwei endliche Werte der Variablen, 
so ist: 
!(21) I(22) = M2ı + 22). 
Dieser Satz heißt das Additionstheorem der Exponentialfunk- 
tion. Zum Beweise multipliziert man die Potenzreihen von f(z,) und 
f(z,) gliedweise aus, was wegen der absoluten Konvergenz erlaubt ist. 


6. Satz: Für jede ganze rationale Zahl n ist 
2)" = fnz). 


Ist n positiv, so ist diese Formel eine Folgerung des Additionstheorems 
für 1 =2=.... Dann gilt sie aber auch für negatiye n wegen 


f 
el: Fa) 

Satz 5 und 6 begründen den Namen Exponentialfunktion und geben 
die Berechtigung, f(z) mit e?”‘* zu bezeichnen. Denn alle Sätze, die über 
das Rechnen mit Potenzen gelten, müssen auch für die Exponential- 
funktion gelten. Es ist also: 

N ‚2niz (Ani) leg iz)" 
e = 1 SIERT, TEE ee KO SH RN Ka TREE A 
il 2! 0 
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7. Satz: Die Exponentialfunktion nimmt in dem oben 
definierten Streifen jeden Wert einmal und nur einmal an. 

Dies ist eine direkte Folge des Satzes 2. Denn e?”'? ist eine lineare 
Funktion von o(z). Mannennt deshalb den Streifen einen Fundamental- 
bereich der Exponentialfunktion. Die Exponentialfunktion bildet den 
' Streifen auf die schlichte Ebene ab. Den beiden unendlich fernen Punkten 
des Streifens entsprechen dabei die Zahlen: 

lim er’:-0, limert= oo. 
y=+» yv-—» 
8. Satz: Alle Werte z, für die 
f(z) | 

wird, sind die ganzen rationalen Zahlen 0, +1,+23,...+n..... 

Denn nach Satz 7 nimmt die Exponentialfunktion im Streifen jeden 
Wert, also auch den Wert 1 nur einmal an, und da sie ihn für z=(0 an- 
nimmt, sind durch z2=n alle Werte gegeben. 

Der Übergang von einem Streifen zu einem andern kann durch eine 
ganze lineare Substitution mit ganzen rationalen Koeffizienten ausge- 
drückt werden: 


1 =2H+n. 
Dieselbe vermittelt geometrisch eine kongruente Abbildung, und es ist 
I2)=f(), 
Eine Funktion, die bei Anwendung einer linearen Substitution unge- 
ändert bleibt, heißt automorph. 
9. Satz. Die Exponentialfunktion ist eine automorphe 


Funktion, diebei Anwendung von jeder Substitution, =2+n 
ungeändert bleibt, falls n ganz und rational ist. 
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Es bedeute wieder I = (l) ein Primideal, l eine ungerade Primzahl. 
Wir ziehen in dem im ersten Paragraphen betrachteten Streifen die 1 —- 1 
Geraden 


und vergleichen die Funktionswerte untereinander, die in den ver- 
schiedenen Teilstreifen angenommen werden. Ist z=x-+ ıy ein Punkt 


1 n : 
des ersten Teilstreifens, wo also O<x< 7 angenommen wird, so wird 
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ein Punkt des n.Teilstreifens sein. Nun folgt aber aus den Sätzen des 
vorigen Paragraphen 


ani(7+7.) Be 2ni } ka 
— eMi ,e I — etiz ‚\e 


Ba ) =/@b, 


2rri 
wenn für den Funktionswert e !:{ geschrieben wird. Es ist 








und £ kann durch diese Reihe mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. 

10. Satz. Man findet die Funktionswerte des 2., 3. usf. 
l. Teilstreifens, indem man die Funktionswerte des 1A. Teil- 
streifens mit 4,2, &,...&! multipliziert, wo diese Faktoren 
von der Wahl von z völlig unabhängig sind und nur von dem 
betreffenden Teilstreifen abhängen. 

Schreitet man von einem Teilstreifen um eine Stufe nach rechts 
zu dem nächsten, so drückt sich dies analytisch dadurch aus, daß man 
die sämtlichen Funktionswerte des erstern Teilstreifens mit Z multipliziert. 
Nehmen wir speziell den Wert z=0, so werden dem Wert e’ =1 dieWerte 
Z,&,...&1 in den 1— A anderen Teilstreifen entsprechen. Da e?”% jeden 
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Wert im ganzen Streifen als einem Fundamentalbereich nur einmal an- 
nimmt, müssen die sämtlichen Werte 

EN rn A 
l voneinander verschiedene komplexe Zahlen sein. Um die arithmetische 
‚Natur dieser Zahlen zu ergründen, bedenken wir zunächst, daß wegen 
Satz 6 und 8 die Beziehung existieren muß 


( 2rrin\l 2rin 


ce ah PR) — ezrin — 1; 
‚daraus folgt 
Se 
Alle Zahlen £, &2,... {1 sind Wurzeln der algebraischen Gleichung 
e—1=0. 


Die Wurzeln algebraischer Gleichungen bilden einen besondern Bereich 
von Zahlen; sie werden durch einen besondern Namen ausgezeichnet. 

24. Definition. Alle Zahlen, dieWurzeln einer algebraischen 
Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten sind, 
heißen algebraische Zahlen. 

11. Satz. Die Zahlen 1,5,%,...&'! sind algebraische Zahlen, 
die der Gleichung 

—1=0 

genügen. Dieselbe besitzt / voneinander verschiedene Wurzeln. 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, daß wir alle diese Tatsachen, ohne 
Kenntnis der allgemeinen algebraischen Sätze, rein funktionentheoretisch 
gefolgert haben. 

25. Definition Die Zahlen [" heißen |. Einheitswurzeln. 

Den Zusammenhang mit dem letzten Kapitel erhalten wir durch 
den 

12. Satz. Eine /. Einheitswurzel [* bleibt unverändert, 
wenn man ihren Exponenten n durch irgendeine andere 
ganze Zahl der Kongruenzklasse von n nach dem Modul! 
ersetzt. 

Dieser Satz ist eine Folge des Satzes 9, wie man durch folgende Glei- 
chung erkennt 

Getrl en Cr R er Ba Cn, 

Beispiele: 

Für 1=3 wird der Fundamentalbereich, wie Figur 2 zeigt, in drei 
Teilstreifen zerlegt, und die drei Zahlen 


dmi Ani 
1,{=e?,=e? 
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genügen der Gleichung 
—1=(0. 
Für 2=5 wird der Fundamentalbereich in 5 gleiche Teilstreifen 
zerlegt. Die 5. Einheitswurzeln 
une 2 Si 22, 
Aa ei ec ee 
genügen der Gleichung 
e—1—=0. 
Es gibt noch einen zweiten Weg, auf dem man zu den Einheits- 
wurzeln geführt wird. Statt wie bisher die Teilung des Streifens in | 
Teile vorzunehmen, kann durch Multiplikation mit +1 nach dem 


Funktionswert 
f((l!+1)z) = Ute — f(zy't! 


gefragt werden. Hierbei interessieren speziell die Werte von z, für die 
der ursprüngliche Funktionswert bei der Multiplikation erhalten bleibt: 


at" =flll+1)2)=f(e). 


/(z) wird dann eine algebraische Zahl. Da f(z) wegen der Periodizität 
gleich f(2+ n) ist, wird dies dann und nur dann eintreten, wenn 


z+n=(l-+1)z oder lz=n, on 


ist, wo zn irgendeine ganze rationale Zahl ist. 


$ 3. Geometrische Darstellung und algebraische Theorie 
der Einheitswurzeln. 


Aus der Definition der l. Einheitswurzel und aus dem Additions- 
theorem der Exponentialfunktion erkennt man, daß 
anin  _Znin 
elt.p ı a I N ae ke 


wird. Für den absoluten Betrag der Einheitswurzeln erhält man, da 
Znin Zrrin 


e! unde ! nach der Definition konjugiert imaginär sein müssen: 
US nl A PAS A 


Der absolute Betrag eines Punktes der Gaußschen Ebene ist sein Radius- 
vektor; alle Punkte, die das geometrische Bild einer Einheitswurzel in der 
w-Ebene der Funktion e®%® = w=u-+ ir sind, haben daher die Ent- 
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fernung 1 vom Nullpunkte und liegen auf dem Einheitskreis um 
den Nullpunkt. Die Bildpunkte entsprechender Punkte der Teilstreifen 
liegen auf den gleichen Kreisen um den Nullpunkt. | 

13. Satz. Alle Zahlen Z, &,... 1 sind komplex. 

Denn der Einheitskreis schneidet die reelle Achse nur in den beiden 
Punkten z=+1 und = —1, die beide nach Satz 11 von £® verschieden 
sind. 

Ist @ der Winkel, den der Radiusvektor von {& mit der positiven 
Richtung der u-Achse bildet, so wird ng der Winkel sein, den der Radius- 





vektor von {* mit der positiven u-Achse bildet; dabei haben wir diesen 
Winkel durch positive Umdrehung aus der positiven u-Achse entstanden 
zu denken. Nun ist aber Ü=41; also muß, da sich die Winkel bei 
Multiplikation der Zahlen addieren: 


Ip — 2n, 9=-n, 


sein. Daß Ip kein anderes Vielfaches von 277 ist, erkennt man daraus, 
daß 7: die kleinste Zahl ist, für die e =1 wird. Dadurch sieht man, 
daß die Punkte1, L, &2, ... {1 dem Kreis ein reguläres l-Eck einschreiben. 
Beispiele: 
Für 2=3 wird 9 = a da 277 der Umfang des Einheitskreises ist, 


so entspricht @ einem Winkel von 120°. & liegt im 2. Quadranten, {? im 
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3. Quadranten, spiegelbildlich bezüglich der x-Achse. Statt durch un- 
endliche Reihen kann man Z und £? auch algebraisch durch Wurzel- 
zeichen ausdrücken; letztere müssen dann ihrerseits durch Näherungs- 
verfahren berechnet werden. Wegen 


> —1=(r—1) ( ®+x-+1I) 
genügt { der Gleichung 
@+z+i1=(, 
die die beiden Wurzeln 


—A+iy3 
| 2 
besitzt. Da £ im 2. Quadranten liegt, muß 


ae mal eve, 


er 


sein. : 


Im Fall !=5 wird das zugehörige reguläre Fünfeck durch Figur 3 
2rri 


23 art 
dargestellt. = entspricht dem Winkel von 72%; C=e° liegt 
4rei 
daher im 4. Quadranten, &=e° im 2. Quadranten. 6° und [? liegen 
spiegelbildlich in bezug auf die x-Achse. & genügt der Gleichung 


Are tt t1I=0, 


die man folgendermaßen algebraisch lösen kann: Man dividiere durch 2°: 
1 4 
1 
und setze y=c-+ Gr Wegen 


© >} 5a 1 2 4 
Mu 2 un. 
lautet die Gleichung in y: 


Yry td, 
diese besitzt die Wurzeln 
1. —1+) 
Y=2L-T a RE NN 
woraus folgt: 
len i=0 





Die erneute Auflösung der Gleichung läßt für x die Form 
een Vera EP vr 
a 2 ar snlursei Bremen (Bervge 


Fueter, Zahlentheorie. 


6 
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erkennen. Um zu bestimmen, welche der 4 Wurzeln man ö zuordnen muß, 
bedenkt man, daß Z und £? jedenfalls positiven Imaginärteil haben. Damit 
ist das Vorzeichen von i gegeben. Ein Blick in Figur 5 zeigt, daß & die 
größere Ordinate und absolut kleinere Abszisse gegenüber {? hat. 
Daher wird: 


el, 3 SL 


ee A Br EL 








Die Gleichung, der & genügt, lautet 
a —i=0; 
sie hat eine rationale Wurzel x =1, von der wir im folgenden absehen 


werden. Die noch übrigbleibende Gleichung wird dann die! Gestalt an- 
nehmen: 


a —1 | 
EL —-— 11021 ++ +1 za); 
sie ist vom Z—1. Grade und hat 1— 4 Wurzeln £, &2,... 1. Wir bezeich- 
nen dieselben mit x,, X, - . - &;_1, ordnen somit jeder Wurzel einen Index zu: 
I = “ 
Lou Ch, 


ei le hiern,el.el on. ® 


Wir wollen jetzt auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Substitution 
vornehmen; wir ersetzen & durch &", wo n irgendeine der Zahlen 1,2,3,... 
!—1 ist. Diese Substitution bezeichnen wir mit s, = (8: {*). Die rechten 
Seiten der Gleichungen gehen hierdurch über in | 


[n Can Con, vn Rn 


Da aber  —=1 ist, so können wir nach Satz 12 für die Exponenten n, 
2n,3n,...(l—1)n die kleinsten positiven Reste (mod. !) setzen. Letztere 
sollen mit 72,, 723, Ts, . . . ,_ı bezeichnet werden. Die Zahlen [*, [’*, ... 
ZU-Un nehmen jetzt die Form an 


N2 Lud 
NEE Bu 
Nun ist aber, da n,, %e,...%,_ı zwischen O und } liegen: 
Ro TER Inn 
en 
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Wir können deshalb die Ausführung der Substitution eindeutig mit einer 
Permutation der Indizes in Verbindung bringen. Setzen wir n = (n), 
so ist die dem Ideal n zugeordnete Prrmutation 7 (n) nichts anderes, 
wie die Permutation der Indizes der Wurzeln. Wegen Satz 12 ändert 
sich s, nicht, wenn r durch eine andere ganze Zahl seiner Kongruenzklasse 
(mod. I) ersetzt wird. Dasselbe geschieht mit 7r (n), das der Idealklasse 
von n zugeordnet ist. Man erkennt daraus, daß z nicht nur einen der 
Zahlwerte 1,2,... 2— 1, sondern jeden zu / teilerfremden ganzen positiven 
Zahlwert annehmen kann. Hieraus ergibt sich der 

14. Satz. Statt auf den rechten Seiten der Gleichungen 


Lt SB 2. 
Xg Erse e 
Aa 


auf die Einheitswurzel Z£ die Substitution s,=(&:{ör)(n>0 
und zu / teilerfremd) vorzunehmen, kann man auf die In- 
dizes der linken Seiten die dem Ideale n = (n) zugeordnete 
Permutation 7 (n) ausführen. 

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes. 

Statt auf die Indizes der Wurzeln ©, &, ... &_ı die Per- 
mutationzs(n) vorzunehmen, kann die Substitution s, = (&:[®) 
auf der rechten Seite ausgeführt werden, wo n die Norm 
vonNn ist. 

Denn jede Permutation r (n) entsteht dadurch, daß man die Zahlen 
1,2,3,...2—1 mit n multipliziert und die kleinsten positiven Reste 
n, nimmt. Ist also 

123. ..I—1 
zen) = ) 
N,Nofs, Mi 
so muß 
n„=kn (mod. |) 
sein. Nun ist aber 


also entspricht jeder Permutation die Substitution s, = (C:{£"), die von 
dem betreffenden k ganz unabhängig ist. 
Speziell wird der Einheitspermutation e die Substitution s, entsprechen. 


Beispiele: 


Der Primzahl = 3 sind die beiden Permutationen: 


ah =) 4): 


6“ 
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zugeordnet (siehe Seite 52). Denselben entsprechen die zwei Substitutionen 
eb =; 
=; nn =-t=-L. 


Bei 1=5 ergeben sich die vier Permutationen (siehe Seite 52—53): 


em =(jn3,)5 a-hara); 


1-5; n=%; =; =; 

N le N N ee 
ul; un == u = = n=-=28; 
u; -t=ß; y=-t—-L; y=l=[L. 


Durch das erhaltene Resultat ist gezeigt, daß jeder Substitution s, eine 
Permutation 7z (n) der Gruppe der Idealklassen mit dem Führer I einein- 
deutig zugeordnet ist. Der Zusammenhang geht aber noch weiter. Wir 
wollen unter dem Produkt s„s, folgende Substitution verstehen: Man 
nehme zunächst die Vertauschung (£:£*) vor und dann die Ver- 


tauschung (£ :£®). In Zeichen ist daher 
SS = (E: 0°). 


15. Satz. Sind s, und rr(n), s„ und (m) einander zugeord- 
nete Operationen, so ist die Substitution s,s„ der Permu- 
tation r(n)rz (m) zugeordnet. 

Denn es ist: 

IT (n) re (m) — IE (nm); SnSm —; (& : in) — Sum) 
woraus sich ohne weiteres die Richtigkeit des Satzes ergibt. 

II. Hauptsatz. Die Substitutionen s,» —=1,2,...2—1, bilden 
eine zyklische Gruppe von der Ordnung ?—1. 

Zwei Gruppen, deren Operationen sich eineindeutig aufeinander 
beziehen lassen, sind als abstrakte Gruppe aufgefaßt identisch, falls auch 
noch die dem Satze 15 entsprechende Eigenschaft erfüllt ist. Man sagt 
hierfür, die Gruppen seien holoedrisch isomorph. In dieser Beziehung 
stehen die Gruppe der Permutationen zz (n) und der Substitutionen s,. 
Darum folgt der III aus dem II. Hauptsatze. 

Wir bezeichnen die Gruppe der s, mit G. 

26. Definition. G heißt die Gruppe der algebraischen 
Gleichung 
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a —1 
z—1 





= gi DL... 1 1=0. 


Ist r ein Primitivideal (mod.i), und setzen wir s =s,, so erkennt 
man, daß die Potenz . von s alle Operationen von @ ergeben. Dies stimmt 
mit dem Hauptsatz überein. 

16. Satz. Die 1L—1 Potenzen von s 


2 03 il — 
SE8,.8 Welse 5 = S$ 


erzeugen alle Operationen der Gruppe G. 

Wir werden das Zeichen s oit vor eine Zahl z. B. € setzen. Das soll 
bedeuten, daß man die Operation s auf die betreffende Zahl auszuführen 
hat; z. B. 

st=b; st + -=-14+r—tie; 
Htett;t(t—1)=0"—1, k=1,2...1-1. 


Letzteres ergibt sich daher, weil s® die Substitution (£: c?), s* die Sub- 
stitution (L: er") bedeutet. Da t Primitivideal ist, wird keine niedrigere 
Potenz als die Z-—1. von r kongruent 1 (mod. T) sein; man erkennt 
daraus, daß auch keine kleinere Potenz als die Z—1. Potenz von s die 
Einheitssubstitution s, ergeben kann. Der letzteren entspricht die Ein- 
heitspermutation €&. Man setzt zuweilen für s, die Zahl 1 ein und faßt 
s, als die nullte Potenz von s auf. Dies entspricht der Bezeichnungs- 
weise s*/, da ja in der Tat 


s6=L 


ist. Außerdem ist es oft bequem, negative Potenzen von s (wie auf 
Seite 43) einzuführen; dies ist erlaubt, da der Exponent von s nur 
(mod. 1—1) bestimmt ist; jede negative Potenz kann durch ein- oder 
mehrmalige Multiplikation mit der Einheits-Substitution s, = s! in 
eine Potenz mit positivem Exponenten verwandelt werden. So ist z. B. 


Be 
Die inverse Operation von s* ist mittelst dieser Bezeichnungsweise sehr 
einfach durch s”" gegeben; denn es ist "ss" = s""" = s,, wo wiederum 
s=” für Sr T1 gesetzt ist. 
Beispiele: 
rt = (2) ist Primitivideal der Primzahl 1=5; daher wird: 
s=(:P) = 5, 
) LE“ C) =5y 
=: N=-L:N)= 5 
Il 


ıL) Sr 51} 


und 22 —I+2)=2—$+L. 
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t = (3) ist Primitivideal von !=7, und 


s=(:9) ech 

= K: H)-K:N)=n 

E-C:NM-C:N-% R_BISN-u_K 
ne 
I=-C N =-E:N)- 5 

Be CE) us 


Betrachten wir noch einmal die Figur der regulären Polygone, so sieht 
man, daß &* und &”* spiegelbildlich zueinander in bezug auf die reelle 
Achse liegen. Dabei denkt man sich nach Satz 12 für r* und — r* die klein- 
sten positiven Reste (mod. I) gesetzt. Die beiden Zahlen müssen also 
konjugiert imaginär sein. In unserer Bezeichnungsweise drücken sie 
sich folgendermaßen aus: 


En 
Ei SKK 
ae! De 
denn wegen r *=—-A (mod. I) (Seite 58) wird die Substitution s ? 


stets die folgende sein: 
=! 


ac) 
N 

17. Satz. Die beiden Zahlen "ZT unds ?L sind konjugiert 
imaginär für jeden Wert von k. 

Die Gruppe G spielt sowohl in der algebraischen Theorie der Gleichung 
wie in der zahlentheoretischen Theorie ihrer Wurzeln eine fundamentale 
Rolle. Sie wird den Mittelpunkt der folgenden Durchführung bilden. 

Es ist notwendig, an dieser Stelle einige Hauptresultate der soge- 
nannten Galoisschen Theorie der alpebraischen Gleichungen zu formu- 
lieren. Auf die Beweise soll verzichtet werden, da diese uns zu weit ab- 
seits führen würden, falls wir sie vollständig durchführten. Ein andeu- 
tungsweise verkürztes Verfahren würde dagegen keinesfalls dem Leser 
dienlich sein. Wir verweisen zur Vervollständigung auf die Lehrbücher 
der Algebra. Die folgenden Sätze und Definitionen werden wir nur für 
ganz einfache Fälle und teilweise erst viel später zu gebrauchen haben. 
Der Anfänger tut deshalb gut, sie erst an Hand der einzelnen Fälle sich 
klarzulegen. 

27. Definition. Eine Gleichung f(x)=0 heißt irreduzibel 
in dem Bereiche, dem ihre Koeffizienten angehören, wenn 
sie nicht in ganze rationale Faktoren (x) und Y(x) identisch | 
in x zerlegt werden kann: 
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fa)=ylR)v(e), 
wobei die Faktoren von größerem als nulltem Grade sind 
und Koeffizienten aus dem angenommenen Bereiche be- 
sitzen. 

28. Definition. Unter den elementarsymmetrischen Funk- 
tionen der Größen X,%,...2,versteht man die symmetrischen 
Funktionen 

-htnt tm 
em titan 


ee an Tee een ereeeeyeeteeienetehe en eige/Ve 


Dieselben sind die Koeffizienten der Potenzen von tin 
Ü+a)E+R) (HR). 

18. Satz. Jede ganze rationale Funktion der Größen 
2%," "2,mit natürlichen Zahlkoeffizienten, die symmetrisch 
ist, ist eine ganze rationale Funktion der elementarsym- 
metrischen Funktionen $,, S,...S, mit natürlichen Zahlkoef- 
fizienten. 

Alle Wurzeln einer Gleichung können als rationale Funktionen einer 
einzigen algebraischen Zahl o dargestellt werden, wobei alle auftretenden 
Koeffizienten dem Grundbereich angehören. In unserem früheren Fall 
ist eo =Ü[ selbst. _ genügt einer irreduzibeln algebraischen Gleichung, 
deren übrige Wurzeln 0',0”, ... seien. Setzt man in den Funktionen 
statt o der Reihe nach 0',0",....., so vertauschen sich die Wurzeln der 
ursprünglichen Gleichung. Diese Permutationen bilden eine Gruppe, 
die die Gruppe der gegebenen Gleichung heißt. 

19. Satz. Wenn eine rationale Funktion der Wurzeln einer 
in einem Bereich irreduzibeln Gleichung bei jeder Substitu- 
tion der Gruppe der Gleichung ungeändert bleibt, so ist 
die Funktion eine Zahl des zugrunde gelegten Bereiches. 

Umgekehrt wenn eine rationale Funktion der Wurzeln 
eine Zahl des Bereiches ist, so wird sie bei jeder Substitution 
der Gruppe dieselbe Zahl des Bereiches darstellen. 

29. Definition. Eine Gleichung, deren Gruppe zyklisch ist, 
heißt eine zyklische Gleichung. Bildet man aus einer ihrer 
Wurzeln nach Definition 1 einen Körper, so heißt derselbe 
zyklisch. 

20. Satz. Alle Wurzeln einer zyklischen Gleichung sind 
ratıonale Funktionen von einer der Wurzeln, wobei die auf- 
tretenden Koeffizienten dem Grundbereich angehören. 

Daraus folgt das Resultat: 
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21. Satz. Eine Gleichung von Primzahlgrad, deren Gruppe 
Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist, ist entweder 
zyklisch oder sie zerfällt in lauter lineare Faktoren mit 
Koeffizienten aus dem Grundbereich. 

Definition 27 erlaubt das folgende Resultat auszusprechen: 


22. Satz. Die I. Einheitswurzeln sind Wurzeln der im Be- 
reiche der rationalen Zahlen irreduzibeln Gleichung: 


et ı 222... 2I1-0. 
Die !. Einheitswurzeln sind wegen Satz 11 und der Bemerkung S. 82 


jedenfalls Wurzeln dieser Gleichung. Ist sie redauzibel im Bereich der 
rationalen Zahlen, also identisch: 


all L gi + +2+1=9(e)VY(e), 


so haben (x) und y(xz) nach dem Gaußschen Satz!) ganze rationale 
Koeffizienten und der Koeffizient der obersten Potenz ist 1. Setzt man 
x =1, so wird 


i=gy(l)v(). 
l ist Primzahl; also muß (1) oder Y(1) gleich +1 sein; z. B. 


yl)=-+1. 
Bildet man 
Fie)=Yy(R)y(a?)y (a?) ya), 


und ist [* eine Wurzel von 9(z), so ist £"* Wurzel von (x), falls k’ 
unter 1,2,...,1—1 so bestimmt wird, daß 

kk=1 (mod |) 
wird (Satz 12). Daher sind £*,k=14,2,---1—1 Wurzeln von F(r).. 
Nach Satz 12 stimmen die £”® in anderer Reihenfolge mit den £* über- 
ein. Also besitzt F(x) alle Wurzeln von ©"? +2”? +... &-+41 und 
muß durch letztere Funktion algebraisch teilbar sein: | 


Fa) =9@)y@a) ga) = (a4 a4... +a+1)Dle). 
Auch ®(x) besitzt ganze rationale Koeffizienten. Also wird für =1 
wegen gl) = +1: 

1=1®B(1), 
was unmöglich ist. 


Historische Notiz: Evariste Galois (1814—1832) hat die 
wesentlichen Gesichtspunkte seiner Theorie 1830 erkannt (Oeuvres math. 


1) Weber, a. a. O., 8. 74. 
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Paris, 1897). Die Irreduzibilität der Gleichung der I. Einheitswurzeln 
ist von Gauß bewiesen worden (Werke, a. a. OÖ. Band 1, S. 417). Der 
obige Beweis stammt von Kronecker (Crelle’s Journal, Band 29, 1845, 
Berlin, S. 280). 


$ 4. Der Körper der 2. Einheitswurzel. 


Aus der Einheitswurzel © können wir mit Hilfe der rationalen 
Rechnungsbperationen neue Zahlen bilden. Für diese komplexen 
Zanlen gelten, genau wie für die rationalen Zahlen, die in $ 1 des 
ersten Kapitels aufgestellten Rechnungsregeln.. Alle so erhaltenen 
Zahlen ziehen wir von nun an in den Bereich unserer Betrachtung, was 
eine naturgemäße Anwendung’ des auf Seite 5 ausgesprochenen Prin- 
zipes ist. 

Zunächst bilden wir durch fortgesetzte Ausübung der Addition, 
Subtraktion und Multiplikation aus { und den rationalen Zahlen neue 
Zahlen, die sich analytisch als ganze rationale Funktionen von [ mit 
rationalen Koeffizienten ergeben werden: 


1 LER In RL PL Sn Een u BL 
Da nach Satz 22 
Bo —1—1[—0—...—0, 


so darf man den höchsten Exponenten n immer kleiner als I—1 vor- 
aussetzen. Alle bisher erhaltenen Zahlen besitzen also die Form: 


a, + 4°+. +0,07, 


wo die a„4dyAy...qd_ , die rationalen Zahlen durchlaufen sollen. 
Dividieren wir zwei solche Zahlen durcheinander unter der Voraus- 
setzung, daß der Nenner von Null verschieden ist, so erhalten wir Zahlen 
der Form 


a al 
HC HH 
wo wiederum die a und 5 alle möglichen rationalen Zahlen durchlaufen 
werden. Dabei ist einzig vorausgesetzt worden, daß die Zahl 


v=b+b°+ tb 200? 


von Null verschieden ist. Das System aller dieser Zahlen bildet nach 
der ersten Definition einen Körper, den wir den Körper K der 
I. Einheitswurzel nennen werden. Die Zahlen von K sollen 
im folgenden stets mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet 
werden; die früheren Festsetzungen über die Bezeichnung der ratio- 
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nalen Zahlen werden wir beibehalten. Alle Zahlen «@ von K haben 
die Form 

a a ML A Fe2 

Wir behaupten den Satz: 

23. Satz. Alle Zahlen des Körpers K sind algebraische 
Zahlen. Sie genügen Gleichungen von !—1. Grade mit ratio- 
nalen Koeffizienten. 

Da esin K wenigstens eine Zahl gibt, nämlich &, die nach Satz 22 keiner 
Gleichung von niedrigerem Grade als dem !—1. genügt, so heißt 1 —1 
der Grad des Körpers. 

30. Definition. Jeder Körper, der nur algebraische Zahlen 
enthält, heißt ein algebraischer Körper. 

Wir können den behaupteten Satz 23 daher so formulieren: 

24. Satz. Der Körper K ist algebraisch und besitzt den 
Grad 1—1. 

Um den Satz zu beweisen, müssen wir den Begriff der konjugierten 


Zahlen einführen. 
31. Definition. Ist 


AM %-+ ah . — a,_2Lı2 


Dar Det Da 1 al a an 
eine Zahl von K, so heißt sa konjugiert zu «. 
sa entsteht dadurch, daß & in «@ durch [ ersetzt wird: 
do + ar + al ++ anal) 
ae Le ae 
Diese Zahl ist stets definiert; denn wäre ihr Nenner gleich Null 
v=bhtbhltt+ 4b, et, 
so müßte nach Satz 19 auch 
y=b+bL+. +6, =0 


sein, was gegen die gemachte Annahme ist. Die konjugierten Zahlen 
sind somit definiert, und daraus folgt entsprechend der Definition, daß 
auch die Zahlen «a, s®a,...s!"2« bestimmt sind. 

32. Definition. Die Zahlen 


22 
Sa, s2a, ur said, 





sa = 


heißen die 1—2 zu «a konjugierten Zahlen. Sie sind wieder 
Zahlen von K. 

Jede der Zahlen a, sa, sa, ---s’"2« hat somit wegen s!=s, die 
übrigen zu konjugierten. 
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Betrachten wir die elementarsymmetrischen Funktionen von « und 
seinen Konjungierten: 


= a+sa+t-...-+572« 


,=asatasa +: - + sa: su 
eg 1 =ua.sa-2u seT2a 
so sind e, €, ...e;_, Zahlen, die bei den Substitutionen s" von G unge- 
ändert bleiben: 
SER an ll: 


Nach dem Satze 19 sind sie daher rationale Zahlen. Die Zahl @ genügt 
der Gleichung 1—1. Grades: 


@— 0a) (e —se)---(c—s?a)= al — ea? 
+, —.--- +0, =0. 
Damit sind die Sätze 23 und 24 vollständig bewiesen. 

33. Definition. Die elementarsymmetrische Funktion e_, 
=asa---s—°a heißt die Norm, die elementarsvmmetrische 
Funktione, =@a+sa+---+s2« die Spur der Zahl. 

25. Satz. Spur und Norm einer Zahl sind rationale Zahlen. 
Konjugierte Zahlen haben gleiche Spur und Norm. 

Die Spur einer Zahl «& werden wir mit S («@), die Norm mit N («) 
bezeichnen. Wir erkennen ohne weiteres die Richtigkeit der beiden 
Formeln 





N (eß) = N (e) N (8); n(5) EN) 


BD): 

Die konjugierten Zahlen dürfen nicht mit den konjugiert imaginären 
verwechselt werden. Über die letzteren erhalten wir Aufschluß, wenn 
wir den Satz 17 auf den Fall der allgemeinen Zahlen « des Körpers K 


ausdehnen. Es ergibt sich ohne weiteres das Resultat: 
i—1 


26. Satz. Die Zahlen a und s2 @ sind konjugiert imaginär. 

Durch die Einführung des Körpers K ist eine neue Grundlage für 
die zahlentheoretische Betrachtung geschaffen. Diese wird sich genau 
so entwickeln lassen, wie diejenige des Körpers k der rationalen Zahlen. 
Wir werden erkennen, daß sich alle Begriffe und logischen Folgerungen 
auf den jetzigen Fall übertragen lassen werden. Die Aufgabe des folgenden 
Kapitels wird darin bestehen, dies durchzuführen. Bevor wir jedoch 
dazu übergehen, muß noch ein formales Hilfsmittel geschaffen werden, durch 
das es gelingen wird, eine besondere Klasse von algebraischen Zahlen, die 
sogenannten ganzen algebraischen Zahlen, zu definieren. 
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$5. Die Basis und die ganze Zahl. 


Jede Zahl des Körpers K hat die Gestalt 


_htatn®r tal? 
bo Sc bi& m rn bi_a [I-2’ 


und ihr Nenner unterliegt der Bedingung: 
ven tmboneınie Tl 
Daraus folgt wie früher, daß die Konjugierten des Nenners 








& 


SSR 
von Null verschieden sein müssen. Deshalb wird die Norm des Nenners 
N=N()=»v.sv-29...572% 
ebenfalls nicht Null sein können. Die Norm ist aber eine rationale Zahl. 
Erweitern wir den Bruch & mit sv - $2v - - - sv, so wird man den Zähler 
wieder als ganze rationale Funktion von 1—2. Grade in £ darstellen 
können. Der Nenner dagegen ist nun die rationale Zahl N. Dividieren 


wir jeden einzelnen Summand des Zählers durch N, so ergibt sich für 
a die neue Darstellung 


=, tun +..- +4,07, 
wo die Ug, U, Us, . - - U_g irgendwelche rationalen Zahlen sind. 
27. Satz. Jede Zahl des Körpers K läßt sich in der Form 
darstellen 
atmet Hl, 
wo die u, irgendwelche rationalen Zahlen sind. 


34. Definition. Wenn es 1—A Zahlen 0,,0,...%_, gibt, so daß 
jede Zahl des Körpers sich in der Form darstellen läßt 


= m tu ++ Uelı, 
so heißt @, a, ...@_, eine Basis aller Zahlen des Körpers. 
Die Zahlen 1,£,%2,... 2 bilden eine solche Basis des Körpers K. 
Man erkennt, daß die Koeffizienten u,, Un, - - -, U)_a für jede Zahl « eindeutig 
bestimmt sind, da £” nach Satz 22 einer irreduzibeln Gleichung I—1.Grades 
genügt. 


Beispiele: 
Alle Zahlen des Körpers der 3. Einheitswurzel haben die Form 
searliE 

) ) 


diejenigen des Körpers der 5. Einheitswurzel: 





U, ar I U, ar u 
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es ee 





U ru eo 





a ie el} 


el u 
Uy, U, U,, U, sind rationale Zahlen. (Siehe hierzu Seite 82.) 


Der Begriff der Basis führt zu demjenigen der ganzen algebraischen 
Zahl. Um denselben zu verstehen, müssen wir uns klar sein, was im Falle 
der rationalen Zahlen das Charakteristische der ganzen gegenüber den 
gebrochenen Zahlen ausmacht. Die ganzen Zahlen werden aus der Einheit 
durch fortgesetzte Anwendung der Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation erhalten. Dagegen ist die Division im allgemeinen ausgeschlossen. 
Außerdem wird sich jede gebrochene Zahl als Quotient von zwei ganzen 
Zahlen ergeben. 

35. Definition. Hat ein Bereich von Zahlen die Eigenschaft, 
daß durch Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier 
seiner Zahlen wieder eine Zahl des Pa erhalten wird, 
so heißt der Bereich ein Ring. 

Der einfachste Ring ist der Bereich der ganzen rationalen Zahlen. 

Um einen entsprechenden Bereich des Körpers K zu finden, ist 
sicherlich erforderlich, daß derselbe ein Ring ist. Ein Ring kann aber 
auf unendlich viele Weisen aus den Zahlen gebildet werden. Schon im Falle 
des Körpers k bilden z. B. alle rationalen Zahlen, deren Nenner eine Po- 
tenz von 2 ist, oder alle durch 2 teilbaren ganzen Zahlen einen Ring. 
Die charakteristische Eigenschaft des Bereiches der ganzen Zahlen ist 
daher durch diese Bedingung noch nicht erschöpft, sondern muß ergänzt 
werden. 

36. Definition. Ein Bereich von algebraischen Zahlen eines 
Körpers heißt der Bereich der ganzen Zahlen des Körpers, 
wenn er folgenden 5 Bedingungen genügt: 

1. seine Zahlen bilden einen Ring; 

2. unter seinen Zahlen finden sich alle ganzen rationalen, 
aber keine gebrochenen rationalen Zahlen; 

3. die Konjugierten seiner Zahlen gehören ihm ebenfalls an; 

4. jede Zahl des Körpers ist ein Quotient zweier seiner 
Zahlen; 

5. jeder Bereich des Körpers, der den Bedingungen 1., 2., 3. 
und 4. genügt, ist in ihm enthalten. 

Die Frage, wie weit die 5 Bedingungen dieser Definition sich gegen- 
seitig enthalten, soll hier nicht erörtert werden. Dieselben sind so gewählt, 
daß aus ihnen leicht die nötigen Resultate hergeleitet werden können. 
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Die 5. Bedingung zeigt, daß der Bereich der ganzen Zahlen in gewissem 
Sinne der größtmögliche ist. 

28. Satz. Der Bereich der ganzen Zahlen des Körpers K 
wird durch alle Zahlen 


o=w+tuwmi+t: + Be 


gebildet, für die u„,U),Uy,...u_, ganze rationale Zahlen sind. 

Um die Übereinstimmung dieses Satzes mit der 36. Definition zu 
‚beweisen, sehen wir zunächst, daß die Zahlen sicherlich einen Ring bilden. 
Man multipliziere z. B. für 2=5 die beiden Zahlen 


un + u,6 + us? + u,l? und ar DU ET u TS 


miteinander und berücksichtige, daß für & die Zahl (—1—$—&—[) 
gesetzt werden kann. 

Die Zahlen w enthalten ferner die ganzen rationalen Zahlen in sich; 
denn für „=ew=' =u,=0 wird w=u, Die Konjugierten 
von ® haben die Form 


+0 = Up ar u, 6" 4 10 be U_2 a k= 1 2, 3, eu iB 


sind also wieder in dem Bereich enthalten. Ferner ist jede Zahl von X 
nach Seite 86 als Quotient von zwei Zahlen w darstellbar. 

Schließlich kann es auch keine gebrochene rationale Zahl a geben, 
die sich in der Form 


a=w+tust:+u,{07 
bilden läßt; denn da £ der irreduzibeln Gleichung 
KL, 
genügt, ist obige Beziehung nur möglich, wenn 
= eu, wel w=(),... u, =0 


wird. u, ist aber nach Annahme eine ganze Zahl. Damit ist bewiesen, daß 
unser Bereich der Zahlen w jedenfalls den Bedingungen 1, 2, 3 und 4 ge- 
nügt. Es erübrigt einzig noch zu zeigen, daß auch Bedingung 5 erfüllt ist, 
d. h. daß es keinen Ring gibt, der den Bedingungen 1—4 genügt, und in 
dem eine Zahl « nicht zu den w gehört. 

Gäbe es einen solchen Ring, der den Bedingungen 1—5 genügte 
und dessen Zahl « nicht unter den © zu finden wäre, so müßte derselbe 
wegen Bedingung 5 jedenfalls alle Zahlen w enthalten; ferner wären auch 
die Zahlen sa, sa, ...s’"?« in diesem Ringe enthalten; daher auch 
die Spur 

S()=,5 =a+sa+::-+s72a. 
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Diese ist rational und muß wegen Bedingung 2 eine ganze rationale Zahl 
sein. 
Berücksichtigen wir, daß für jedes n=1,2,3,...1—1: 


N a 
Te nd 


ist, und setzen wir in $ (a) für @ seinen Wert „+ mw +" + 1u_20° 
ein, wo die u nicht alle ganz sind, so muß 


1—2 n 


SUN mm u. 

Da £* und « für jedes n—=1,2,...1— 2 ganze Zahlen sind, muß auch 
ihr Produkt @aö”” eine ganze Zahl sein; dasselbe besitzt die ganze Spur 
Slemre) entar seta) tar: sin (iete) 

. ER + ms u a is Ernten sI—2 
lu un ünunnUro, 

In 1 22), 
wie man genau auf dieselbe Weise wie eben erkennt. Wir betrachten die 

i—1 linearen Gleichungen: 


S (a) ey Ui ls an U 
S(&T1e) = —- + l1)y —w—:''— Dry 
5 le @) — _—— Ug nn U] —— Us — nie -+- (I ER 1) U_2 


Jede Spur ist ganz und rational. Durch Addition aller findet man: 
S(a)+ +5 (Pod) =-wt+u+'+u.>8. 
g ist eine ganze Zahl, also ist es auch g+S (&* «); nun ist aber 
g+Ss(to)=ium; 
u„ hat daher die Form a wo v„ eine ganze rationale Zahl bedeutet. 


Man setzt jetzt 


%& 


otmeEt tea‘ 
ee em 


wo die 99, #1»... #9 ganze rationale Zahlen sind, und nimmt folgende 
Umformung vor: Es sei 


dann ist nach dem binomischen Satze: 
F- AN -SIHNIHDAH  M. 


Führt man in « statt {£ die ganze Zahl A ein, so wird 
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ww tw AtWw4AR +: N As 
U Gun VL RETE ELLRS EN ZZ Van a 
sein, und die w, #1 - - » #;_. Sind ebenfalls ganze rationale Zahlen. Ist 
w, der erste Koeffizient, der zu / teilerfremd ist, d.h. 


wem =I m; =)... Et, m EO (mod. !), 
so ist 
Wi, k—1 


l A 





tat + 


sicherhch unter den w zu finden, also eine ganze Zahl. Auch die Differenz. 
von @ und &;: 
+ m? 
I 
muß daher ganz sein. Nun ist identisch für jede Zahl x: 
Te mn an 
Für <=1 ergibt sich hieraus die Formel 
N) tn een at 


Jeder Faktor 1 — £” der Norm ist durch 1— & = — 4 algebraisch teilbar; 
der Quotient 








ist wieder eine ganze Zahl. Somit läßt sich N {11 — &) auch in der Form 
darstellen 
NU—H)=l=41o 


wo w ganz ist. Diese Darstellung benutzen wir, um die Zahl &, auf die 
Form zu bringen: 
k 2 
ee en 
ae 


Nach der ersten Bedingung ist auch a, w eine ganze Zahl: 





37 


- 


k 1-2 
w,4 NEIN) 


a 





&, u) = $ 


woraus folgt, 


2 S—k, 


w 
k 
ea 


Diese Gleichung enthält links eine ganze Zahl, da k < I— 2; rechts sind 
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ebenfalls alle Zahlen mit Ausnahme von — ganz. Daraus folgt, daß 


auch die letztere ganz sein muß. Jede ganze Zahl besitzt aber eine ganze 
Norm; es muß somit, wegen 1=N (A): 


ganz sein, was nur möglich ist, wenn w;, durch / teilbar ist. Letzteres 
ist gegen unsere Annahme, womit bewiesen ist, daß alle w, durch I teil- 
bar sind, also «a unter den Zahlen: 
o=mtmtt... +20” 
auftritt. Bedingung 5 muß für unser ursprüngliches System der w gelten. 
Beispiele: 
Die ganzen Zahlen des Körpers der 3. Einheitswurzel sind 








neuneurn r, 
Wo U, u, ganze rationale Zahlen sind. Somit sind 
eerıya Se )3 Kopie zei LE LSVD 3,3 21+3V3 
2 2 2 2 2 
ganze, 
6+:y3 .7  -1rif3 ea ey) 
eva a2 2 2 


gebrochene Zahlen des Körpers. 


Die Bedingungen 1 bis 5 der ganzen Zahlen lassen eine sehr bequeme 
neue Definition der ganzen algebraischen Zahlen erkennen. 

37. Definition. Eine Zahl des Körpers K heißt dann und 
nur dann ganz, wenn sie einer Gleichung 


I—1 


I—2 I-3 
« —mT Mt 


— 0.0. nu m. — 0 

genügt, wo m, My, - - - m; ı ganze rationale Zahlen sind. 
Zunächst genügt jede unserer Zahlen w einer Gleichung der verlang- 

ten Form; denn die elementarsymmetrischen Funktionen von ®, sw, 


2w,...s”2w sind rationale Zahlen, und da sie zum Bereiche der w 
gehören, auch ganze rationale Zahlen. Bezeichnen wir sie mit e,, &, 
Ey»: « & 1, So genügt w der Gleichung 


3 


I—1 L-2 — 
CT —ıT% +6&% hen: 


Umgekehrt befriedigen aber alle Wurzeln von solchen Gleichungen die 


Fueter, Zahlentheorie. i ‘ 


98 III. Kapitel. Die l. Einheitswurzel. 


Bedingungen 1, 2, 3 und 4, müssen also wegen Bedingung 5 zu den Zahlen 
& gehören. 

In der Tat bilden zunächst alle Zahlen, die die jetzige Bedingung 
erfüllen, einen Ring. Zum Beweise bildet man aus dem Produkt, der 
Summe oder Differenz zweier Zahlen (—1)? neue Zahlen, indem man 
alle Kombinationen ihrer Konjugierten einsetzt. Die elementarsymmetri- 
schen Funktionen dieser (—1)? Zahlen sind nach Satz 18, Kap. III, 
ganze rationale Funktionen der elementarsymmetrischen Funktionen 
- beider Zahlen, wobei die Koeffizienten ebenfalls ganze Zahlen sind. Pro- 
dukt, Summe oder Differenz zweier Zahlen genügen daher einer Gleichung 
(1— 1)? Grades, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Der 
oberste Koeffizient ist 1. Alle Teiler vom (l— 1). Grade dieser Gleichung 
müssen daher die gleiche Form besitzen. 

Außerdem genügen alle ganzen rationalen Zahlen einer Gleichung 
der obigen Art, dagegen niemals die gebrochenen. Letzteren Beweis 
zu führen, soll dem Leser überlassen bleiben. 

Der dritte Punkt der Bedingung ist selbstverständlich. Der vierte 
folgt daraus, daß Zähler und Nenner der allgemeinen Zahl 


5 gr a6 Bug +a, ,0° 


a a 


wo die a und b als ganze rationale Zahlen vorausgesetzt werden dürfen, 
ganze Zahlen sind und nach dem soeben Bewiesenen einer Gleichung der 
verlangten Art genügen. Damit ist die völlige Übereinstimmung der 
Definitionen 36 und 37 gezeigt. 


Beispiele: 
Die Gleichung der ganzen Zahl 


Oma un 


des Körpers der 3. Einheitswurzeln wird so gefunden: es folgt aus 


wegen 2 + +1=0: 
(„—u) , 0—Wwı4_g. 


u? fr 
o” — 2w—u)oe+ (3 — wu+u)=0. 


Die Koeffizienten sind dann und nur dann ganz, wenn u, und u, ganz sind. 
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Wir werden im nächsten Kapitel die folgende Verallgemeinerung 
des eben Bewiesenen benutzen müssen. 


29. Satz. Ist @ keine ganze Zahl des Körpers K, so kanna 
keiner Gleichung genügen 


I@) = yet met—..- F,=0, 
in der die Koeffizienten v ganze Zahlen von K sind. 


Wir können nämlich f (x) mit den Konjugierten sf (x), f(x), . - - 
s’-? f(x) erweitern; dabei verstehen wir unter der symbolischen Dar- 
stellung s/ (x), daß man jeden Koeffizient v durch seinen konjugierten 
s v ersetzt, dagegen die Variable ungeändert läßt. Das Produkt aller 
wird die folgende Gleichung ergeben: 


F(e) =" —n "4 n,2#?—_..- En, =0, 


in der die Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind Dieselbe besitzt 
ebenfalls die Wurzel a. Andrerseits zerfällt sie in lauter Faktoren, 
deren Grad Teiler von > — 1 ist, und deren Koeilizienten ganz und rational 
sind. Diese Faktoren haben dieselbe Gestalt wie die Gleichung F (x). 

N Arm 
Ihre Wurzeln sind ganz; denn ist d der Grad eines Faktors, so ist die Di 





Potenz eine Funktion, wie sie in Definition 37 verlangt wird. Dies wider- 
spricht der Annahme, « sei eine gebrochene Zahl. 


Damit ist der wichtigste Bereich des Körpers Ä gelunden und die 
Grundlage für eine Zahlentheorie desselben gegeben. Das nächste Kapitel 
wird weitere Bereiche von K zu studieren haben. 


Historische Notiz: Während die Einheitswurzeln in andern 
Disziplinen der Mathematik schon längst eine große Rolle gespielt haben, 
wurden sie erst durch Gauß in den „disquisitiones arithmeticae“ in die 
Zahlentheorie eingeführt. Ein eigentliches Recht auf zahlentheoretische 
Behandlung erlangten die Einheitswurzeln, als sie von Gauß auch seinen 
Betrachtungen über biquadratische Reste zugrunde gelegt wurden. Aller- 


dings trat dort der Fall der 4. Einheitswurzel i= Y—1 auf (Werke, 
2. Bd. 2. Auflage, S. 171); aber aus Gauß’ Nachlaß wissen wir, daß er auch 
den Körper der 3. Einheitswurzel betrachtet. hat (Werke, 8. Band, Teubner 
Leipzig, 1900, S.5u. tf.). Eisenstein hat letztern Körper zu seinem „Beweis 
des Reziprozitätssatzes für die kubischen Reste in der Theorie der aus 
dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten komplexen Zahlen“ 
(Crelle’s Journ. f. Math., Berlin (1844) Band 27, 5. 289) benutzt. Der 
allgemeine Körper der /!. Einheitswurzel wurde in den Arbeiten Kummers 


7* 
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studiert, der in seiner Abhandlung: ‚Zur Theorie der komplexen Zahlen“ 
(Crelle’s Journ. f.Math., Berlin (1847), Band 35, S. 319) feststellte, daß nur 
mittels „idealer Faktoren‘ die eindeutige Zerlegung in Primfaktoren 
möglich sei. Man bezeichnete damals jede Zahl eines Körpers der Einheits- 
wurzeln als „komplexe Zahl“, und als „ganze komplexe Zahl“ den gleichen 
Bereich, wie oben, ohne sich über dessen volle Bedeutung Rechenschaft 
zu geben. 


IV. Kapitel. 


Die Zahlentheorie des Körpers der 2. Einheitswurzel. 


$ 1. Der Modul. 


In schönster Weise wird sich die im ersten Kapitel aufgestellte Be- 
griffsbildung auf den Fall des Körpers K übertragen lassen. Die zweite 
und dritte Definition legen auch jetzt den Begrifi des Moduls fest. Der 
Vollständigkeit halber sollen sie hier wiederholt werden. 

2. Definition. Ein Bereich von Zahlen mit der Eigenschaft, 
daß die Summe und Differenz zweier seiner Zahlen wieder 
eine Zahl des Bereichs ergibt, heißt ein Modul. 

3. Definition. Zwei Moduln heißen einander gleich, wenn 
jede Zahl des einen im anderen enthalten ist und umgekehrt. 

Wir werden den Modul wiederum durch eckige Klammern, zwischen 
die wir seine Zahlen schreiben, bezeichnen: 


[&), &g, Qy, ...]. 
Ein wesentlicher Unterschied besteht zwischen endlich- und unendlich- 
gliedrigen Moduln. Ein endlich-gliedriger Modul ist durch | 


KO OS 0] 


gegeben, wobei zwischen den Klammern nur diejenigen Zahlen @,,@, ... @n 
geschrieben zu werden brauchen, aus denen alle übrigen Zahlen durch 
Addition und Subtraktion erhalten werden. Alle Zahlen des Moduls haben 
daher die Gestalt 


4: + % 0%, 4° On 


wo die %, &, ».. &%, die positiven und negativen natürlichen Zahlen 
durchlaufen. | | 

38. Definition. Die Zahlen @,, &,... a, heißen eine Basis 
des n-gliedrigen Moduls [a,, @&, ... @]. 


Das wichtigste Resultat des I. Kapitels lautete, daß in k alle end- 
lich gliedrigen Moduln eingliedrig sind. Dieses findet in X nicht mehr 
statt. Ein einfaches Beispiel wird uns davon überzeugen. Nehmen wir 
alle ganzen Zahlen von K 
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o=wtni+m,® +. +, 0?, 


WO Ug U Us. . . U), ganz und rational sind, so bilden die Zahlen den 
(—1)-gliedrigen Modul 


°O=[11,50,... 67°] 


Gäbe es einen n-gliedrigen Modul [«,,&s, ... @,], der alle Zahlen desModuls 
und nur diese enthielte, so müßte es ein System von ganzen rationalen 
Zahlen x geben, für die 


\ 
1-9, + Wa, + + 20a, 
a a er 


ge a ana, LalYo,. 


Umgekehrt müßten sich die @ durch ein entsprechendes System 
von Gleichungen aus A, £,... [2 bestimmen lassen. Wäre n <I—1, 
so gäbe es wenigstens ein System von ganzen rationalen Zahlen %,, %ı, 
Ya... 2, für das das System von n linearen Gleichungen 


1 (2) m 
Duty tiytr tt ya =0 
1—1 
utaytant. tm. 


il 3 ‚a—1 
Yytnyı tagt tm Ya 


erfüllt wäre, ohne daß alle y Null wären !). Multiplizieren wir jede 
Gleichung des ersten Systems mit dem entsprechenden Faktor y,, %ı ‘*' Yı_a 
und addieren alle so erweiterten Gleichungen, so entsteht 


Yo + Yı + Ya +... +Yı_a le 


£ würde einer Gleichung /—2. Grades genügen, was gegen den 22. Satz 
des III. Kapitels ist, der aussagt, daß die Gleichung 


N rk IE 


ın k irreduzibel ist. 


1. Satz. Der Modul DO aller ganzen Zahlen ist I—1-gliedrig 
und läßt sich nicht durch einen Modul von wenigern Gliedern 
ausdrücken. 

Bei dem Beweis des Satzes achte man darauf, daß der springende 
Punkt in der Irreduzibilität der Gleichung von Z liegt. Da letztere Gleichung 
den Grad von K besitzt, kann der Beweis kurz so zusammengefaßt werden: 


IH. Weber. Lehrbuch der Algebra. Kleine Ausgabe. Braunschweig, 
Vieweg u. Sohn. 1921. neuer Abdruck. S. 14 u. ff. 
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DO ist ein (I — 1)-gliedriger Modul, weil 2— 1 der Grad des Körpers K ist. 

Der Körper k besaß den Grad 1 und hatte nur eingliedrige Moduln. Wir 

sehen, wie einfach sich der frühere Satz auf den jetzigen Fall übertragen 

läßt. Dabei ist von unendlich-gliedrigen Moduln ganz abgesehen worden. 

Wir werden dieselben auch in den folgenden Betrachtungen ausschließen. 
2. Satz. Jeder n-gliedrige Modul, n>1!1—1, 


A [a Rs, Ran: 0] 
von K kann durch einen anderen ersetzt werden, ın dem 
De list. 

Der Satz sagt aus, daß es keine höheren wie (1 —1)-gliedrige Moduln 
in K gibt (abgesehen von unendlich-gliedrigen). Beim Beweise des Satzes 
nehmen wir zunächst an, es gebe einen /-gliedrigen Modul 

A =[0, &,... dm a]; 
alle seine Zahlen besitzen die Form, 
7 tor + Hat R 0: 


in der die Zahlen z,, %,, . - - &_1, &, natürliche Zahlen sind. Der Beweis- 
gang zerfällt in 2 Abschnitte: 

a) Es gibt ! ganze rationale nicht sämtlich verschwin- 
dende Zahlen n,, Ne, ...n, für die 


Denn es ist 


= un AL EN UL 


y=ud Hu Er. -+u0, 0, 


also muß die Determinante des Systems Null sein: 


— 1), ...1,® 
a, u,’ u Us 

2 2 2 
—alte u) um... uf ), 


—=(. 
De 
ou u a 
Löst man die Determinante nach den Zahlen der ersten Kolonne in Unter- 
determinanten d,, dy, - . . d; auf: 
— dd —  —d=d, 


so sind die + d rationale Zahlen, die einen kleinsten Generalnenner n° 
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: N n 
besitzen mögen. Setzen wir +d;, =-*, so ist auch 
’ NR 
(3) 


nm +. +n0, =0; 


die Behauptung ist erwiesen, wenn nicht alle d, null sind. In letzterm 
. Fall führt der gleiche Gedankengang wie im Beweise von Satz 1 zum Ziele. 


b) Aus.a) erkennt man, daß, falls z.B. n,#0, alleZaklen « von X 
in der Form darstellbar sind, 


e= u, ++ +uı1% nm 


wo die u rational, aber im allgemeinen nicht ganze Zahlen sein werden. 
Der Generalnenner der v ist n„=n. Istn=1, so bilden a,, @,..._, 
eine Basis von X, und der Satz ist bewiesen. Ist dagegen n > 1, so setze 


v . DE . . 
man u, = = und lasse die v, alle diejenigen ganzen Zahlwerte zwischen 


—n,und 4 n, und —n und + n durchlaufen, für die @ eine Zahl von A 
ist. Die Zahlen @,,...%_,, & sind unter den Werten, die « annehmen 
"kann, enthalten. Unter allen den so erhaltenen Werten « wähle man das- 
jenige aus, dessen #,_, den absolut kleinsten, von O0 verschiedenen Wert 
hat; diese Zahl werde mit 


1 * 
Pi = ei (v, + 0,0 an &_1) 


bezeichnet. Die Zahlen v,_, aller übrigen « sind dann Vielfache von e;_,- 
Denn wäre für ein bestimmtes @ etwa (9, ., 91) = (r), w0<r<[e }|, 
so gäbe es zwei natürliche Zahlen x und %, für die 


% 
eh 


ist, und dieZahlx«@ +yß,_,von W besäße dann ein 9 , =29,_ 1 +ym_ı=t. 
Subtrahiertt man von 2«@ + yP gewisse ganzzahlige Vielfache von «,, 
&y,... 0, So erhält man eine der oben betrachteten Zahlen «, für die 
0 <orı1<]|ej_,| ist, entgegen unserer Annahme. | 

Andrerseits ist jedes Vielfache y,_, #}_ı von f,_, eine Zahl des Moduls X. 
Alle Zahlen « — %,_} fı_, gehören demselben ebenfalls an, und es kann 
Yı_ı So bestimmt werden, daß für jedes a von X: 


’ si I 3 ’ 
N Nine / EN Pr Sr 7 (v, a,+ 9,8% Sa v5 a2). 


Dabei darf « irgend eine der oben definierten Zahlen, insbesondere die 
Zahlen @,, @&,, ... . &_], @, sein. Wir behandeln jetzt @ =a — y, 1 Pı_ı 
genau wie oben die Zahl @«. Dazu wählen wir unter allen «@' dasjenige mit 
absolut kleinstem von Null verschiedenem Wert v/ „ aus. Es sei 
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1 *f x “rs 
Pi = er ot Pr ee Malie) 


diese Zahl; alle anderen v, , sind dann Vielfache von v7’ ,, und für jedes « 
gilt eine Darstellung 


ji [24 [Zi U2 
[22 
a =a— Yııßını --Yıa Pı 2 = N KEN Ta es), 


Für « darf man wiederum die früheren Werte, insbesondere «&,, @s, -.. 
&_1, & setzen. Fährt man mit diesem Verfahren fort, so ergibt sich 
schließlich 


@ = Yımı bb + Y_2 P,_2 + Ale + % P% + Yı ß}- 


In dieser Darstellung ist auch jede der Zahlen a,, @,... &_, &, 
enthalten. Es wird deshalb der Modul 
[81 ; 3; ar Pi] 


jede Zahl von X umfassen müssen. Umgekehrt ist jedes ß eine Zahl von X 
nach seiner Definition, daher 


D) [P}, De ... Pral- 


Ist allgemein A = [a,, &,, ... &_n %, -.. &,], so ersetzt man den 
Modul 


U, == le, Q,,... ET a] 
nach dem Bewiesenen durch einen Modul 


AU, In [ß,, De, ehaut« Bil. 
Nach der Definition des Moduls ist dann auch 


A= [Pi Pa --- Ara an Sl. 


Jetzt reduziert man 
= [fu Bar: Bin, &+ı] 


und fährt in dieser Weise fort, bis A durch einen (I—1)-gliedrigen Modul 
ausgedrückt ist. 

Aus dem eben durchgeführten Beweise können wir eine weitere inter- 
essante Tatsache ablesen, die dem zweiten Satz des I. Kapitels entspricht. 


3. Satz. Jeder Modul, der nur ganze Zahlen des Körpers Ä 
enthält, ist endlich-gliedrig. 

Der Satz stimmt für den Modul © aller ganzen Zahlen. Jede ganze 
Zahl hat die Form: 
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o=wtmit tm”. 


Ist u,_o nicht für alle Zahlen des Moduls null, und w,_, diejenige Zahl 
des gegebenen Moduls, für die z,_, den absolut kleinsten, von Null ver- 
schiedenen Wert hat, so ist für jede andere Zahl w des Moduls 


3 
o=Ww-+ulH +36 + 9-1 9-ı- 


Jetzt nimmt man, falls u,_3 nicht stets null ist, diejenige Zahl w,_, des 
Moduls, für die u,_, den absolut kleinsten von Null verschiedenen Wert 
hat und sieht leicht, daß in dieser Weise das frühere Beweisverfahren 
zum Ziele führen wird. 


Beispiele: 
Im Körper der 3. Einheitswurzel sind alle endlich -gliedrigen 


Moduln zweigliedrig. Zur Erläuterung des Beweises sei die Reduktion 
des dreigliedrigen Moduls 


A = [3, 12, 12] 


auf einen zweigliedrigen durchgeführt. Es ist 


ag, 
1—{ —-1—[, 
1—2=2+[. 


Die Determinante des Systems lautet: 


Ra 230 
— 41-9) 1—1|- 
ea 


31, 









+ 


oder 
ad ll 
Daraus folgt: 
a a 
—= [3,1 —L£]. 


Definition und Bezeichnung der Multiplikation zweier Moduln lassen 
sich unmittelbar auf den Körper K übertragen. Wir wiederholen die 
Definition: 

5. Definition. Unter dem Produkt zweier Moduln versteht 
man den Modul, der durch alle Produkte aus einer Zahl des 
ersten und einer Zahl des zweiten Moduls erhalten wird. 
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Das Produkt von zwei endlich-gliedrigen Moduln ist daher stets wieder 
ein endlich-gliedriger Modul; denn aus 
A=[a, 0, ... 1 ®= [Pu Pa --- Bı-ıl; 
folgt 
AB = [a,ßı, Aißa --- hm Aaßın -- --- aß): 
Letzterer Modul läßt sich nach Satz 2 auf einen (l — 1)-gliedrigen Modul 


& = [YunYo --- I) 


reduzieren. Assoziatives und kommutatives Gesetz gelten selbstverständ- 
lich für die Multiplikation der Moduln. Das Produkt zweier ganzzahliger 
Moduln ist wieder ganzzahlig. 


Beispiele: 
Im Körper der 5. Einheitswurzel ist das Produkt der beiden Moduln 
A=[5,1—0; 83-5, 1—22]; 
der neue Modul: | 
C=-A8=- 25,519, 51-2, 15-240] 
Im Körper der 3. Einheitswurzel ergibt sich aus 
A=[7,3+15, 8=B1+L, 
das Produkt: 
C=-AB=[14,71+0,28+9, @+94-+091 
Wir reduzieren & schrittweise, indem wir zuerst 
14,71+9,268+9] 
betrachten. Wie auf Seite 103schließen wir: 


Ik Ah, 
TA+d=7+78, 
28+)=6+2L, 


la a | NS 
ao dal! l+raral6) 284077] an. 
284062 162 | Keen 
oder: 


2.14+42.71+9—-728@+4)=0, 


woraus: 
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2 2 
y=n14+5,71+9)+%2@8+5) 
a FE nd) 


Für =%=1, 3 =—3 erhält man ein y=d mit kleinstem 
Koeffizient von 7 (1 +28): 


9=3-14+7 N ZEN n) 
Dann wird 
14,71 +0,28+0]=1M4,3+1;6=[14,3+6,8+094+09)] 
denn: 


14 — 14, MR 


71+9)=—14+478+$0), 9 I N Mes 
23+0d) = aha N +6 ru) +9. 


Um E nochmals zu reduzieren, bedenkt man, daß wegen (3-+{)(1 +5) 
= 2, E= 3 C auch 


I 


7=38+9)—-8+H9)M+d, 
STH 


Denn es wird umgekehrt: 


3+L= 3+d), 
S+)A+D= —7+38 +8). 


Auch jetzt zeigt sich, daß für die Moduln, die auf dem Begrifi von 
Addition und Subtraktion aufgebaut sind, die beiden anderen Operationen, 
nämlich Multiplikation und Division, eine Hauptrolle spielen. Die der 
Addition und Subtraktion entsprechenden Operationen könnten ebenfalls 
für die Moduln definiert werden, wie es durch Dedekind !) geschehen ist. 
Allein sie haben mehr formale Bedeutung. Es rührt dies daher, daß 
beide Operationen, Multiplikation und Addition, nicht so definiert werden 
können, daß alle Axiome, denen die gewöhnlichen Zahlen genügen, erfüllt 
sind. 

Historische Notiz: Die erstmalige Verwendung des Modulbegrifles 
ist schon auf S. 13 angegeben worden. Zu der letzten Bemerkung ver- 


*) Dirichlet-Dedekind, a.a. O. S. 496 und S. 498. 
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gleiche den Satz, daß es im wesentlichen nur das System der Zahlen gibt, 
das allen Axiomen genügt (Eneycl. des Sciences mäth. Edit. france. t. I, 
vol. 1, fasc. 3, S. 360, Frobenius, Crelle’s Journ. f: Math. Bd. 84 (1878) 
S39): 

Gehen wir schließlich zur Division von Moduln über, so erkennt man 
leicht, daß bei Übertragung der 6. Definition auf den jetzigen Fall der 
Quotient zweier Moduln nicht mehr eindeutig bestimmt sein wird. Es 
gibt im allgemeinen unendlich viele Moduln €, für die bei gegebenen 
A und B 

BE = 


ist; z. B. ist für den Modul ©: 
DRABZER ANNE IE EEE 


Diese Tatsache trat im I. Kapitel beim Körper k nicht hervor. Dort war 
jeder Modul eingliedrig und für eingliedrige Moduln gilt auch jetzt die 
Eindeutigkeit. Der Grund liegt wesentlich darin, daß es im Falle des Körpers 
k keinen Teilmodul von 0 = (1) gibt, der von (1) verschieden ist. Dies 
ist jetzt anders, da die Moduln [1], [1, &], [1, 3 &] wesentlich von OÖ ver- 
schiedene Moduln sind. 

4. Satz. Sind A= [e]und ® = [8] zwei eingliedrige Moduln, 
so gibt es einen und nur einen eingliedrigen Modul & = [y] 


— [3] für den 
BE=M. 
Zunächst sieht man durch Ausmultiplizieren, daß laut Definition 


des Moduls 
80 = [B] [51 = [#5] = [6] 


ist. Gäbe es noch einen zweiten Modul € = [y’], für den 
8CV’= [Pll/]= LPrI=4 
wäre, so müßte fy’ in X und « in [ y’] auftreten oder 
Br =za; a=yPy 
sein, wo x und y natürliche Zahlen sind. Daraus würde 
za = ypy; 2y 
folgen, was nur die Lösungen =+1,y=+1zuläßt. AlomußY =+ 


sein. 
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Beispiele: 
Im Körper der 5. Einheitswurzel besteht die Beziehung 
5=| | 7 au 5 | ER EEE]; 
2 2 2 2 | 4 Ä 
K—-£?-[°— +2]. 
Im Körper der 3. Einheitswurzel wird; 


1—LM—-2]= M-9U1—-2]=B]. 














Wir haben bis jetzt im Gegensatz zum I. Kapitel den Begriff des 
Ideals noch nicht beigezogen. Es liegt dies in dem oben hervorgehobenen 
Umstande begründet, daß die Moduln nicht eindeutig durcheinander 
dividiert werden können. Für die Ideale muß aber letzteres gefordert 
. werden. Die 4. Definition ist im jetzigen Falle, wie schon auf Seite 8 her- 
vorgehoben wurde, nicht ohne weiteres anwendbar. Sie muß so ergänzt 
werden, daß für die Klasse von Moduln, die Ideale genannt werden, die 
Division eindeutig ausführbar ist. 
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Wir betrachten in diesem Paragraphen die Moduln, deren sämtliche 
Zahlen ganz sind; dieselben seien kurz als ganzzahlige Moduln be- 
zeichnet. Der allgemeinste dieser Moduln ist der Modul OÖ aller ganzen 
Zahlen. Alle ganzzahligen Moduln sind nach Satz 3 endlich-gliedrig. 

39. Definition.e Ein Modul NR heißt ein Ideal, wenn alle 
seine Zahlen ganz sind, und wenn er als Produkt eines ganz- 
zahligen Moduls X und des Moduls D dargestellt werden 
kann: 

N=AD. 
Aus dieser Definition folgt, daß D ein Ideal ist: DO = 2. 
5. Satz. Das Produkt zweier Ideale N, und N, ist wieder 


ein Ideal. 
Denn to, = UDO, N, =W,D, so wird 


HR = UM SU MWD. 


Da NR, A, A, und DO wieder ganzzahlige Moduln sind, so ist der Satz 
bewiesen. Wir werden Moduln in X von jetzt an stets mit den Anfangs- 
buchstaben des großen deutschen Alphabetes X, ®,C,..., Ideale dagegen 
mit den mittleren Buchstaben desselben Alphabetes %,M, U, ®B ... 
bezeichnen. Bei Idealen schreiben wir die Klammern rund statt eckig. 
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Beispiele: 

Die 39. Definition läßt leicht erkennen, ob ein vorgelegter Modul ein 
Ideal ist. 

Im Körper der 3. Einheitswurzel ist 
kein Ideal. Denn sonst wäre 


Rechts tritt die Zahl 2— 41 =1 auf, eine Zahl, die sicherlich nicht in A 
vorkommt. Also ist. 

AFAD, 
und U kein Ideal. 


Die Definition des Ideals kann durch eine neue Bedingung ersetzt 
: werden. Dazu müssen wir uns klar machen, welchen Bereich von Zahlen 
das Ideal umfaßt. Da jedes Ideal ein Modul ist, so reproduzieren sich seine 
Zahlen sicherlich durch Addition und Multiplikation. It RN =WD und » 
' eine Zahl von X, so ist, da DO jede ganze Zahl enthält, auch ®» in W ent- 
halten, z. B. » selbst. Umgekehrt ist jede Zahl » von X auf die Form 


999, %+ + 91a 


zu bringen, in der ,, @,, ... @,_, irgend welche ganzen Zahlen und 


YırPdyy, - - . %,_| eine Basis von X ist. Die Zahlen »,, 75, - - - 9%, _| sind eben- 
falls in N enthalten. Somit gilt der Satz: 
6. Satz. Sind 9,, %,, 9%, ... Zahlen des Ideals%, so sind auch 


alle Zahlen 
dt Ya + WVY3 tt °*° 


in demselben enthalten, falls w,, ®,, ,, ... die ganzen Zahlen 
von K durchlaufen. 

Jedes Ideal N ist ein Modul, und zwar, da es nur ganze Zahlen enthält, 
ein endlicher Modul. Es kann also höchstens (I — 1)-gliedrig sein. . Es 
seien 94, 2, .-. 9, _ı die —1 Basiszahlen des Moduls. Wir bezeichnen 
die Ideale zum Unterschied von den Moduln mit runden Klammern, setzen 
also 

N (dd... N). 


Die Zahlen v,, v,, -.. v,_ı heißen dann eine Basis des Ideals. Die- 
selbe wird genau wie bei jedem Modul berechnet. 


Beispiele:. 
Das oben betrachtete Ided AO =N des Körpers der 3. Ein- 
heitswurzel: 
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besitzt die Basisdarstellung 
AD=(,c). 
Denn: 
1=2—1 
= —A+riH+d, 


Das Ideal des Körpers der 5. Einheitswurzel: 
N = [5,1— 89 wi REN NEN 1—[, — 2, @ 0,8 — ({] 
besitzt die Basisdarstellung 


a ee ler alt 


Denn es wird: 


1 -a—- io) re) 
1-2=-1—-)+6-) + &—D); 
56 =5—5(1—$), 
Bis ul), 
Ze) 
a a =5- 1 - )- 1-9) —-2(1 8). 


7. Satz. Jedes Ideal ist ((—1)-gliedrig und kann auf keinen 
Modul von wenigern Gliedern zurückgeführt werden. 

Denn jedes Ideal N enthält natürliche Zahlen, nämlich wegen Satz 6 
die Normen seiner Zahlen, in sich. Man setze tür , =wW,=---—=( 
und @, =s», sv, ... Ss? v,. Ist n eine solche Zahl, so müssen wegen 
Satz 6 alle Zahlen von 


(nN)DO=(nnEnd, ... nn) 


in N enthalten sein. (n) DO ıst nach dem Beweise zu Satz 1 Seite 98 
sicher ein (1 — 1)-gliedriger Modul, der sich nicht reduzieren läßt. Somit 
muß es auch R sein, da NR alle Zahlen von (r) DO enthält. 
8. Satz. Jedes Ideal, das die Zahl 1 enthält, ist gleich 9. 
Denn wenn A in R% auftritt, so werden auch alle Zahlen von Din W 
auftreten müssen, d.h. überhaupt alle ganzen Zahlen; also it RW =D. 
Wir wollen noch die Frage beantworten, wann zwei Ideale, die durch 
verschiedene Basen gegeben sind, einander gleich sein werden: 


Pad 9) = Mn Ma... Mn)? 


Nach Definition 3 muß hierzu: 
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. 1 
Y, am) Kı-+ U u, -- ++ an u 1 
— es 
[23 = „2 kı + ei) u + + 12, u, N 


Ba aha et ai, 


wo alle x natürliche Zahlen sind. Umgekehrt muß sich jedes # ebenso durch 
die v ausdrücken lassen. Die Determinante des Systems ist deshalb von 
Null verschieden und hat den Wert + 1: 


(1) (1 1) 
x 2 Ku a. 1 

2 ‚(2) (2) 
x X, PRFAR a\ 1 


CyUEc Naar Er ven A 


nen 2 
a 


Man nennt den Übergang von den u zu den » eine lineare Substitution, und 
zwar eine unimodulare, weil die Determinante den Wert +1 hat. 


9. Satz. Die Ideale (r,, 9, -. . ”,_ı)und (4,, Us... 4_,), die durch 
ihreBasen»,,...», „und#,,...4_ıgegeben sind, werden einander 
gleich, wenn die # durch eine unimodulare, lineare Substi- 
tution mit natürlichen Zahlkoeffizienten in die » übergeführt 
werden können. 


Beispiele: 


Im Falle des Körpers der 3. Einheitswurzel ist 
N = (9, v,) vn (4,, Ra), 


wenn 
‚ 


’ 
T, Te 
vn 


’ LG 
kı = 2% ı Rn 
I 
% %, 


„ [2 
K=2%, VYı + X,” 








u, und 4, lassen sich in besonderer Weise auswählen: »,, v;, werden sich 
als ganze Zahlen in der. Form darstellen 


„=u+P906, 
put rl 


. 
- 


Da v,,v, eine Basis von R ist, müssen wegen Satz 6 auch 5», 5», 
durch »,, », darstellbar sein: 


C», = Lı9ı + % Ya, 


Fueter, Zahlentheorie. 
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Setzt man hier für »,, v, die obigen Ausdrücke ein und schreibt für (2: 
— £—1, so ergibt die Vergleichung der Koeffizienten von Z und i: 


-1=-hhtRl, u, =(ı +1)pyı + 329, 


_ n= nt MN; U = (& +1)Pı + RP 
Der größte gemeinsame Teiler i von u, und u, ist daher auch in v, und ®,, 
und derjenige von #, und ®, in u, und u, enthalten. Also ist 
Dt us so or 2 u 
und u, und u,, v, und 9, sind teilerfremd. Somit gibt es zwei ganze ratio- 


nale Zahlen x, %, für die 


ce — Y 02 = 1. 
Man setzt jetzt: 


M=9RN—9%=tlmu— 91%) in, 

= +tym tem +yWw+tii=etm+$). 
Dann ist nach obigem wegen 
Ba 

| 
auch 
N = (vr, 9) = (un) = (int (m +8), 
wo n,n, bestimmte natürliche Zahlen sind. Man kann auch schreiben: 
Relstlo)iun 20). 


N,ng + & ist eine Basis des 2. Faktors rechts. Denn ist » eine Zahl von 
(n,n, +£), so ist vw in WR, also: 
benn+ntim +), enntnmtt). 
Somit muß 
mn +) +) =-m mr 
in (n,n, +£) liegen und daher ein Vielfaches von n sein. Man nennt 
in, t{n, +&) eine kanonische Basis von N. 


Damit ist der Begriff des Ideals völlig festgelegt. Es fragt sich, ob 
für denselben die Division eindeutig ausgeführt werden kann. Den Beweis 
dafür können wir nicht sogleich erbringen, sondern wir bedürfen dazu 
einer Reihe von Sätzen, die vielfach den Sätzen des I. Kapitels entsprechen 
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werden. Zunächst muß ein Begriff eingeführt werden, der eine ähnliche 
Rolle wie derjenige des eingliedrigen Moduls spielen wird. 


40. Definition. Jedes Ideal, das die Form [v] DO hat, wo [v] 
ein eingliedriger ganzzahliger Modul ist, heißt Hauptideal. 

Wir bezeichnen die Hauptideale mit (v), denken uns also den Faktor 
9 als selbstverständlichen Faktor jedes Ideals hinzu. Wenn jedes Ideal 
ein Hauptideal wäre, so könnte alles weitere sehr einfach hergeleitet werden, 
da ja für eingliedrige Moduln nach Satz 4 die Division eindeutig aus- 
führbar ist. Allein dies wird nur für gewisse Körper K eintreten und im 
allgemeinen nicht erfüllt sein. 


Beispiele: 

Es gibt schon in k Bereiche, die bei geeignet gewählter Definition 
der Division auf die Einführung zweigliedriger Moduln führen, wobei 
letztere sich nicht auf eingliedrige zurückführen lassen. Wir wollen ein 
: Beispiel solcher Bereiche kurz besprechen, da es zur Erläuterung und 
zum Verständnis des Folgenden sehr gute Dienste tut. 


Der gegebene Bereich sei der Bereich derjenigen positiven Zahlen a, 
die die Kongruenz 


a=1 (mod 3) 


befriedigen. Für diese Zahlen kann man die Theorie des I. Kapitels durch- 
führen; es sollen dabei nur Moduln mit Basiszahlen des Bereichs auftreten 
dürfen. Die zweigliedrigen ganzzahligen Moduln (Ideale): 


(4, 40) = (4, 22), (10, 55), (22, 55) 


lassen sich dann nicht auf eingliedrige Moduln mit den verlangten Basis- 
zahlen = 1 ( mod. 3) zurückführen. Anderseits ist die Einführung zwei- 
gliedriger Moduln erforderlich, da für eingliedrige Moduln die ganze Zahlen- 
theorie, vor allem die eindeutige Zerlegung in Primmoduln, nicht gilt. 
Denn es ist z. B. 


(220) = (4) (55) = (10) (22) 


in zwei verschiedenen Weisen in eingliedrige Moduln zerlegt, die sich 
nicht weiter in eingliedrige, wohl aber in zweigliedrige Moduln zerlegen 
lassen. In der Tat ist 


(220) — (4, 10) (4, 22) (10, 55) (22, 55), 
8* 
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und die vier Moduln sind Primmoduln. Nicht alle Moduln sind daher 
Hauptmoduln. 


Historische Notiz: Über die Entstehungsgeschichte der Ideale 
gibt Hensel in der „Festschrift zur Feier des 100. Geburtstages Eduard 
_ Kummers‘““ (herausg. vom Vorstand der Berliner Math. Ges., Abhandl. 
zur Geschichte der math. Wiss. Heft 29, Leipzig, Berlin, Teubner, 1910) 
auf S. 22 interessante Aufschlüsse. Kummer benötigte die Theorie des 
Körpers der !. Einheitswurzel zum Beweise der Fermatschen Behaup- 
tung, daß die Summe zweier nicht verschwindender I. Potenzen von 
natürlichen Zahlen niemals die l. Potenz einer natürlichen Zahl ergibt. 
Er glaubte zunächst an die eindeutige Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen 
in unzerlegbare ganze Zahlen des Körpers. Es ist das Verdienst von 
Dirichlet, ihn auf die Hinfälligkeit dieser Annahme aufmerksam ge- 
macht zu haben. Dies führte Kummer zur Einführung ‚idealer Prim- 
faktoren“. Dedekind veröffentlichte die erste allgemeine, einwand- 
freie Theorie. Siehe die weiteren Ausführungen auf Seite 128. 


Die Ideale können in derselben Weise, wie es der $ 6. des I. Kapitels 
getan hat, durch Äquivalenz miteinander verbunden werden. Der wesent- 
liche Unterschied ist einzig, daß kein Führer dazu notwendig ist. Wir 
finden somit eine Analogie zwischen dem Körper K und dem Strahl des 
Führers f im Bereiche des Körpers k. Die jetzige Einteilung würde der 
Einteilung der rationalen Zahlen durch einen Führer f = (1) entsprechen, 
was keinen Sinn hätte; denn jedes Ideal von % ist eingliedrig, würde also 
dem entsprechen, was wir jetzt als Hauptideal bezeichnen, und alle Ideale 
wären einander äquivalent. Erst dadurch, daß der Körper k durch den 
Strahl f ersetzt wurde, erkannten wir, daß nicht mehr jedes Ideal durch 
eine Strahlzahl charakterisiert wird, sondern daß die Ideale auch inäqui- 
valent sein können und im ganzen 1 —1 Klassen bilden. Etwas Analoges 
wird jetzt für X eintreten. 


41. Definition. Zwei Ideale %, und %, heißen äquivalent, 
wenn es einen eingliedrigen Modul [a] gibt, für den 


N, = [e]Rı 
ist; in Zeichen schreibt man: 


Ne HK. 


Vergleiche hierzu die 11. Definition Seite 25. Die Definition ist nur 
scheinbar für X, und %, unsymmetrisch; denn wegen Satz 4 ist 
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=[2 ten, 


also nach Multiplikation mit R;: 


ne BE a H re ER 
Somit folgt aus Ro RW, stets auch RW, NR,. Man schreibt oft 
N, 
mm [a] 2 = 


Auch jetzt gilt das folgende wesentliche Resultat: 


10. Satz. Wenn zwei Ideale einem dritten äquivalent sind, 
so sind sie auch untereinander äquivalent. (Siehe Satz 13. 
Seite 25.) 


Denn ist 
Kr eN,; Ne N; 


so sagt das aus, es gibt zwei Zahlen @, und a,, für die 


% = [NR N = [iR 


wird. Also ist auch 


Rı == [a] [as ] op = lg, Go | N, oder Ne Ro, 


Alle einem Ideale äquivalenten Ideale sind somit untereinander 
äquivalent, und es ist gleichgültig, von welchem der Ideale man aus- 
gegangen ist. 


42. Definition. Alle einem Ideale äquivalenten Ideale bil- 
den eine Klasse; dieselbe ist von dem Ausgangsideal unab- 
hängig. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zum Beweise von folgenden 
Sätzen über. Der erste wird uns beim künftigen Beweise den Euklidischen 
Algorithmus ersetzen. 


11. Satz. Ist & irgend eine ganze oder gebrochene Zahl. 
von K, so gibt es eine positive natürliche Zahl m SI”! und 
eine ganze Zahl A, von K, so daß der absolute Betrag der 
Norm von u=m&ö—4, kleiner als 1 ist: 


IN(a)l <1. 
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Wir betrachten alle Zahlen 
0-5—A,1-E— A, 2-5—A,..., IM1.8—Ar-ı. 
Dabei werden A,, A,, ... Az-ı als ganze Zahlen von K folgendermaßen 
berechnet: Es sei 
E=mwtumit +u,0 
wo die u bestimmte rationale Zahlen bedeuten. Für jedes n=0, 1, 2, 
...,01 sei oe die größte ganze rationale Zahl, die der Bedingung 
Pan un Ol ll 
genügt. Dann ist 
LEHE 
Setzt man diese Werte in der obigen Reihe von Zahlen ein, so wird die 
(n+1)' den Wert 


mens = WER. wm, (n—0,4,... 


annehmen, und alle Zahlen w®” werden nicht negativ und kleiner als 1 sein. 
Die Anzahl der Zahlen eo, ist 271 + 1. Man teilt jetzt das Intervall (0, 1) 
in / gleichgroße Teilintervalle 


1\ (1 2\ /23 I—1 
(0 rn) Wasckt (I ), 


ein, wobei zu jedem Teilintervall die untere, nicht aber die obere Grenze 
mitgezählt werde. Jede der (1 — 1) Zahlen w® liegt in einem Intervall; für 
jedes 0, sind I’! Möglichkeiten, wie seine win die Intervalle sich ver- 
teilen. Da es aber ?71+4 Zahlen 0, gibt, so müssen wenigstens zwei 0, 
etwa 0, und 0, vorhanden sein, für die die sämtlichen sich entsprechenden 
w® und #® in denselben Teilintervallen liegen, d.h. es muß 


Asp: 
N —wa 0: 2, 


sein. Setzt man, falls k > hist, 
so wird somit 


u=mi—i,= (u — ad) LM — MT +. +, wi, LT, 
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wo m sicherlich kleiner als 2”! +1 und größer als O0 ist. Von dieser Zahl 
und inren Konjugierten berechnen wir den absoluten Betrag dureh Ab- 
schätzung: 


0<|tul=| ww) + — + — m)... 
+ (BR, we) ar" | 

<| w® — | + (WB —n) I + — Mm) rt... 
1 a 

Der Punkt [’" liegt nach der Betrachtung von Seite 79 auf dem Einheits- 


reis, hat also den absoluten Betrag 1. N ; " —Aun 
k hat also den absoluten Betrag 1. Somit folgt, wegen | &”| = und 


Im —_ m < ; die weitere Abschätzung: 
1 1 ı—1 
Su oe Wohn.) 
Es gilt somit auch für das Produkt: 
; I—1\7} 
O<jesn.. = NWI<(T)- <i 
die geforderte Ungleichung. Der nächste Satz entspricht dem Satz 2 


des Il. Kapitels. 


12. Satz. Die Anzahl der Klassen, in die die Ideale zer- 
fallen, ist endlich (siehe Satz 2 Seite 36). 

Es sei X ein gegebenes Ideal, und die Zahl » in R% so..beschaffen, daß 
ihre Norm absolut genommen den kleinsten von Null verschiedenen Wert 
der Normen aller Zahlen von ®% besitzt. Für jede andere der Zahlen »’ 
von R ist somit 

INIZSINß) |. 


Setzt man im vorigen Satz & = = so muß es ein ml! geben, für 
das die Norm der Zahl =; m — A kleiner als 4 ist. Somit wird: 
| N . — Am , 
v 
oder wegen der Bemerkung zu Satz 25 Seite 91: 
IN (mv — Ar) <IN O)|. 


ul, 





Die Zahlen », v’, A,, m sind alle ganz und nach Satz 6 ist m v’ — Am v 
auch eine Zahl von %. Nun soll» eine Zahl mit absolut kleinster Norm 
#0 sein. Dies ist nur möglich, wenn 
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N (mv —4,»)=0, 
mv’ —),v=0; mv =, >; 
m ist irgendeine der Zahlen RE Ne. 
Erweitern wir die letztere Gleichung mit —. so wird auch 


Dal v’ = An y 


sein, wo Am ganz ist. Dieses Resultat gilt für jede Zahl v’ von X = 


[Zi 


(v, v’, v’,v”’, ...), was sich folgendermaßen ausdrücken läßt: 
DANN = (Am Am...) 0). 


M — (Am Am...) ist wieder als Ideal aufzufassen; denn wir können 
beide Seiten mit OD erweitern, ohne daß sich hierbei die linke Seite 
verändert: 


FANN-MO). 


Im Ideal Mt ist sicher '”!! enthalten, da v» in RW und I=!1!» inM(») ent- 
halten sein muß. Außerdem folgt 


I |® As 
Pin 1} 


Jedes Ideal N ist daher einem Ideal M äquivalent, das die Zahl 1! ent- 
halten muß. Es gibt nur endlich viele solche Ideale M. Denn ist M = 
(y, Ha, - -- 4,_1) ein solches, durch seine Basis definiertes Ideal, so darf 
man wegen M= (u, Ha --- An Pl!) injedema=w,+uö-+-- 
+ u, 0? für u, die Bedingung voraussetzen: 


0 nn u, < et 


weil zu jedem 4; ein beliebiges Vielfaches von F1! {* hinzugefügt oder 
weggenommen werden darf. Es gibt somit nur endlich viele verschiedene 
Möglichkeiten für die Zahlen u. 

Es seien M,, Ma, - - - M, alle Ideale, die die Zahl P—1| enthalten und 
außerdem zueinander inäquivalent sind: 


Mr le M;- 


Dann folgt aus obigem Beweise, daß für jedes Ideal R von K eine Äqui- 
valenz existieren muß 


wodurch unser Satz bewiesen ist. 
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Die endliche Anzahl der Klassen wollen wir mit } bezeichnen und die 
Klassenzahl von K nennen. Ah wird im VII. Kapitel berechnet werden. 
Der nächste Satz wird uns das entsprechende Hilfsmittel in die Hand 
geben, wie im I. Kapitel der Satz, daß in k jeder endliche Modul eingliedrig 
ist. 

13. Satz. Zu jedem Ideal NR läßt sich ein zweites Ideal NW, 
angeben, so daß das Produkt der beiden Hauptideal wird: 
NR, = (P). 

Denn betrachten wir die Potenzen 
BIER Be Rn 
so werden, da es nur endlich viele Klassen gibt, wenigstens zwei derselben 
einander äquivalent sein müssen, z. B. 


Ne N, 
wo 0 <k<i sei; das sagt nichts anderes aus, als daß es einen einglie- 
drigen Modul geben muß mit, ganzem 4, und 4,, für den 
E NENNE NE 
u, 
wird. Erweitern wir beide Seiten mit [i,], so ist 


IN TE RER 
Es sei 


k — ff . —k — Y 4 . 
% Ze (v,, Vo, ..o. Y_1); M gr (v1, Va, oo Y)_MN1); 
dann können wir die obige Gleichung auch so schreiben: 
’ ' ’ 
ve Vllt m) [ara s.erın]. 


Nach den Definitionen 3 und 5 des Moduls muß es deshalb ganze 
Zahlen & von N°=* geben, so daß 


vr = Dart Part: +50, mr, 


wahr int unter 
oder 


u 
Die (P— u) fe &) ea ae 5, v,_ 1, 


eier ale er 3a len tee. ale Nerlerie Deine le ae ee 
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wird. Daraus folgt, daß die Determinante des Systems Null sein muß: 


u 
Ca En nen 
u, 
Fe NR BarıF 
U, 
SIE FE NE 
u, 
d.h. fr genügt einer Gleichung mit ganzen Koeffizienten, deren erster eins 


ist, ist ik nach Satz 29, Kapitel III, selbst eine ganze Zahl, die wir 
mit _ bezeichnen. Die obige Gleichung lautet jetzt: 
ON NT. Ne; 
lot, a9, 2 09 7 1 m er en]: 
Wir wiederholen die vorige Überlegung und zeigen in gleicher Weise, daß 


für jedes  =1,2,...1—1 Gleichungssysteme der folgenden Art bestehen 
müssen: 


sn — eo (mi 9 ng ee +79, sa) 
Rh AND 
0 79 ae (1) PR arich 7”, vn, ' 
0 


r 


wo die 7® ganze Zahlen von K sind; darum ist , eine ganze Zahl; letz- 
teres drückt sich so aus: 
Wr— fol li, 92 2.2.9): 
Also: 
[e JR = [oe] wi,v2 ... rin), 
oder wie früher: 
MEN in... "L). 
Setzt man für N* die Darstellung (»,, 9, ... »ı-ı) ein, so folgt in gleicher 
Weise: 
= Mm, +M mr. -+WM vv ,; (h=12,...1—1) 
=, +. +9 —1)v, ++ v2; 
1 
a) — 1, ıW rn 
2 2 2 
(2 TD 1... 


a ee aa ee bene 


(—1) (i—1) m ja 
2 % Dir ae 1 
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Die 7 sind Zahlen von (»\,3,...%_1). Multipliziert man die Deter- 
minante aus, so ergibt das Diagonalglied die Zahl 1, vermehrt um eine 
ganze rationale Funktion der 7; 1 ist deshalb eine ganze rationale Funktion 
der Zahlen 7 ohne konstantes Glied. Diese Zahlen sind aber lineare homo- 
gene Funktionen der Zahlen v1, v2, ... %,_ , mit ganzen Koeffizienten. 
Nach Satz 6 ist 1 deshalb in (v1,»2,...»7_ı) enthalten und letzteres 
Ideal nach Satz 8 gleich ©: 


=D. 
Berücksichtigt man dieses Resultat, so wird 
N#=[e]d=(e) 
und 
NN (eg). 


Wir haben somit das in unserem Satze definierte Ideal N, gleich N-#1 
zu setzen, um das Produkt zu einem Hauptideal zu machen. 


Beispiele: 
Im Körper der 3. Einheitswurzel sei 
NR = (1,5 +0). 
7,5-+{ ist eine Basis nach Seite 144, weil 
5+9656+8%)=-353—-541=4 
durch 7 teilbar ist. Dann ist 
7,5+97,5+0°)=(N 
Hauptideal. Denn: 
7,5+9)7,5+%)=(9765+{9,765+25),21) 
und 
49 —2.21=17. 


14. Satz. Wenn N,,N., M Ideale sind, für die WR, = MN, 
so ıst auch 


KR, —— N.- 
(Siehe Satz 9 Seite 19 des I. Kapitels.) 


Es sei M, ein solches Ideal, daß MM, = (1) Hauptideal wird; dann 
folgt aus der Bedingungsgleichung: 
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M M, Kr = M M, De oder (4) Kr — (1) N,, 


was nur möglich ist, wenn 


Kr —— Ne. 


Damit ist der entscheidende Grund gefunden, warum die Ideale 
eine eindeutige Division zulassen. Wir lassen zunächst die Definition der 
Division selbst folgen. (Siehe die 7. Definition im I. Kapitel.) 

43. Definition. Gibt es ein Ideal R, so daß bei vorgege- 
benen Idealen % und M: 


N=MR 


wird, so heißt R der Quotient 2; der beiden Ideale N und I. 


Nıst der Zähler, M der Nenner des Quotienten. wird durch 
M teilbar genannt. M und Rt sind Teiler von N. 

15. Satz. Ist M ein Teiler von W, so gibt es ein und nur 
ein Ideal R, für das 


N=MN. 
Gäbe es nämlich zwei Ideale # und ®’, so wäre 
MRAR=-MW 


oder nach dem vorhergehenden Satze R=W. 
Damit ist das Ziel dieses Paragraphen, die Eindeutigkeit der Division 
zu beweisen, erreicht. 
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Im letzten Paragraph ist der weitaus schwierigste Teil der Beweis- 
führung erledigt worden. Die Zerlegung in Primideale wird uns jetzt wie 
eine reife Frucht in die Hand fallen. Ein Ideal, das nur durch sich selbst 
und das Ideal OÖ teilbar ist, heißt nach der 8. Definition Seite 18 ein Prim - 
ideal. Um zu entscheiden, in welcher Weise ein gegebenes Ideal durch 
Primideale teilbar ist, müssen wir notwendigerweise den Begriff der Teil- 
barkeit, deren Definition wir formal festgelegt haben, seinem inneren 
Wesen nach zu verstehen suchen. 

16. Satz. Damit ein Ideal X einen Teiler M besitzt, ist 
notwendig und hinreichend, daß alle Zahlen von % in M 
enthalten sind. (Siehe Satz 7 Seite 17 im I. Kapitel.) 

Zunächst der Beweis der Notwendigkeit! Da nach Annahme 


N=-MN, 
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so läßt sich jede Zahl 9 von WR in der Form 


v=M,0, +++ 1 09-ı 


darstellen, wenn WM = (4, Ha -.-- YKı_\) ist, und die e Zahlen von R 
bedeuten. Nach Satz 6 enthält dann WM die Zahl v. 

Umgekehrt seien alle Zahlen von X in M enthalten. Ist dann M M, 
= (u) Hauptideal, so sind alle Zahlen vom X M, in («) enthalten; d.h. 
es muß für jede Zahl v’ von RM: 


v’=wu 
sein, wo 4’ jedesmal eine gewisse ganze Zahl ist; man kann daher setzen 
MI, =-EU)R=-MMIR, 


wenn das Ideal («#’, ...) mit R abgekürzt wird. Nach dem Satze 14 
folgt daraus 


N=-MR. 
Beispiele: 


Im Körper der 3. Einheitswurzel enthält das durch eine Basis 
dargestellte Ideal 


alle Zahlen des Hauptideals (3). Also ist 
SJENM. 


Um M zu bestimmen, denken wir uns dieses Ideal durch eine spezielle 
Basis (m, m, +) gegeben. Das dürfen wir nach den Entwicklungen 
von Seite 113—114; denn it muß gleich 1 gesetzt werden. Dann wird: 


(2) (3,1— 8) (mm, + = (8m, 3 (m, +9, mi—L), (m +L) 1). 
Daraus folgt, daß m (1 —{£), also auch m ein Vielfaches von 3 sein muß: 
m— ou: 


ebenso (m +) —d) = (m +1) + (m, +2), was nur möglich 
ist, wenn 
nm +1=0 (mod3); m, =—1 (mod 3) 


ist. Setzt man 
M-,-1+I-N, 
so ist allen diesen Bedingungen Genüge geleistet, und außerdem wird 
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Das bewiesene Kriterium gibt ein Mittel in die Hand, um die Teiler 
eines gegebenen Ideals aufzustellen. Zunächst beweisen wir noch fol- 
gende Sätze: 

17. Satz. Jede Zahl v eines Ideals X ist, als Hauptideal 
aufgefaßt, durch ®W teilbar. 

Denn alle seine Zahlen haben die Form wv, wo w jede ganze Zehl 
bedeutet, und alle diese Zahlen müssen nach dem Satz 6in X enthalten 
sein. 

18. Satz. Ein Ideal kann nur in endlieh viele von Ö ver- 
schiedene Teiler zerlegt werden. 

Wäre X in unendlich viele Teilideale zerlegbar, so müßte auch IV %, 
=(»), und um so mehr (N (v)) = (n) Jiese Eigenschaft besitzen. Die Zahln 
würde nach Satz 16 in allen unendlich vielen Teilidealen auftreten. Es 
gibt aber nur endlich viele von einander verschiedene Ideale, die eine 
gegebene Zahl n enthalten; dies wurde auf Seite 120 für die spezielle Zahl 
n =!!! bewiesen. Im allgemeinen Falle ist der Beweis genau derselbe. 
Somit müßte es ein von OD verschiedenes Ideal geben, das unendlich 
oft in (n) enthalten wäre. Nach dem Beweise zum Satze 13 Seite 123 
wird eine gewisse kleinste Potenz des Ideales Hauptideal (0). Also müßte 


(n) TE (e)” 3 


für Jeden noch so großen Exponenten x. Diesist nur möglich, wenn |e| =1, 
a 


oder e s”e=1 ist. Es wäre also (0) = O und somit das Teilideal selbst 
gleich D. 
Es ist vorteilhaft, O nicht als Teiler aufzufassen; denn jedes Ideal 
ist durch Ö teilbar; O spielt die Rolle der Zahl1 bei den natürlichen Zahlen. 
Wir führen jetzt die Zerlegung des Ideales% aus. Ist M, ein Teiler 
von X, so wird 


N = Mı R;- 


Entweder sind beide Teiler Primideale, oder einer, z.B. R,, ist wieder 
zerlegbar: 


R, —— M, Ns; A M, M; R.- 


Auch jetzt müssen entweder beide Ideale Primideale sein, oder eines, 
z. B. R,, läßt sich weiter zerlegen: 


NR, —— M; Rz, N — M, M, M; N. 
Fährt man so fort, so ergibt sich schließlich die Darstellung 


N — MM... MR 
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k bleibt stets unter einer bestimmten, nur von X abhängigen Grenze. Ist 
dieselbe erreicht, so dürfen alle Teiler nicht weiter zerlegt werden können; 
sie sind daher Primideale. 

19. Satz. Jedes Ideal kann als Produkt von endlich vielen 
Primidealen dargestellt werden. (Siehe den 8. Satz des I. Kapitels 
Seite 18.) 

Wir bezeichnen Primideale stets mit den Buchstaben ®, Q oder X. 

Zahlenbeispiele können erst berechnet werden, wenn wir die Aul- 
stellung der Primideale durchführen können. Dieselbe wird uns erlauben, 
praktisch jedes Ideal in seine Faktoren zu zerlegen. Jetzt ist das Problem 
noch nicht so weit gediehen. 

20. Satz. Wenn das Produkt %,%, zweier Ideale durch ein 
Primideal ® teilbar ist, so ist entweder X, oder %, durch % 
teilbar. (Siehe den 11. Satz des I. Kapitels Seite 19.) 

Denn’ist N, nicht durch ® teilbar, so bilde man das Ideal R, das aus 
allen Zahlen von R, und ® besteht. Nach Satz 16 ist AR Teiler von W,und ®. 
‚Da ® ein Primideal ist, kann Rt nur gleich DO oder ® selbst sein. Letzteres. 
ist ausgeschlossen, da I, nicht durch ® teilbar sein soll. Also ist R=DX. 
Alle Zahlen von R haben die Form 


Y 9% 4 WT, 


wenn ,, w, irgend welche ganze Zahlen, v, eine Zahl von W,, und 77 eine 
solche von ® ıst. Alle Zahlen o von AN, haben die Gestalt: 


e=n,(wn Fo, n)=wn® + on», 
falls », irgend eine Zahl von N, ist. Nun ist aber 
AROMEN; 


also ergibt o auch jedeZahl von %,. v, v, ist eine Zahl von W, %,, Y, 77 eine 
solche von %. Da ® in N, %, enthalten sein soll, so muß», », in ® auf- 
treten, und die Summe 


= W,9%+W,TV, 
wird nach der Definition des Ideals ebenfalls in ® sein. Alle Zahlen o von 
%, sind daher Zahlen von B und NR, ist durch ®$ teilbar. 

Damit gelingt der Beweis des Hauptsatzes. 

IV. Hauptsatz. Jedes Ideal läßt sich, abgesehen von der 
Reihenfolge, auf eine und nur auf eine Weise als Produkt von 
Primidealen darstellen. (Siehe den Satz I im I. Kapitel.) 

Denn nach Satz 49 läßt sich jedes Ideal N ın der Form darstellen: 


= PR --- Pr- 


128 IV. Kapitel. Die Zahlentheorie des Körpers der !. Einheitswurzel. 


Wäre eine zweite Zerlegung möglich: 
N = Pıfe--- Pr 


so müßte 


He --- = PrPe-.- Pr 


sein. Das Produkt links wäre somit durch das Primideal ®; teilbar. Nach 
dem Satz 20 ist entweder P, oder = P, ... PB; durch Pi teilbar. 
‘Im ersteren Fall ergibt sich, da %, Primideal HL daß auch B, = B.- 
Im zweiten Fall schreibt man %, = P,N, und schließt wie vorhin, daß 
entweder PB, oder N, durch ®} teilbar ist. Im letzteren Falle fährt man 
in gleicher Weise fort; da die Anzahl der Teiler endlich ist, muß schließlich 
der Fall eintreten, daß ®} einem Primideal ® gleich wird. Wir setzen 
%, = %ı- Dann folgt aus 


En He La, 
nach dem Satz 14 auch 
Pr... Pr Pr... Pr- 


Man folgert in gleicher Weise wie oben, daß auch diese Gleichung nur 
möglich ist, wenn z.B. %, = %,, dann P, = %;, und so weiter, wird, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Historische Notiz: Man kann in ganz verschiedener Weise die 
Idealtheorie begründen. Die älteste stammt von Dedekind, der dieselbe 
in seinem X. Supplement der schon öfters zitierten 2. Auflage der Vor- 
lesungen Dirichlet’s veröffentlichte. Eine neue, das Wesen der Zahlen- 
theorie in viel höherem Maße berührende Theorie brachte die 4. Auflage 
im X]. Supplement (siehe S. 2). Kronecker hat in seiner Festschrift 
(siehe S. 2, Anmerkung!)) mit Hilfe des ‚methodischen Hilfsmittel 
der unbestimmten Koeffizienten‘ eine andere Auffassung durchgeführt. 
Hurwitz hat in den Jahren 1894—95 zwei weitere Begründungen ver- 
öffentlicht (Nachrichten von der Königl. Ges. der Wiss. zu Göttingen, 
Math. -physik. Klasse, 1894, Göttingen „Über die Theorie der Ideale“ 
S. 291; 1895, Göttingen „Zur Theorie der algebraischen Zahlen“ S. 324.) 
Die erstere ist von Dedekind (ebenda, 1895, S. 106) kritisiert worden. 
Die zweite ist hier der Betrachtung zugrunde gelegt worden. 


“ 


An den Hauptsatz schließen sich die gleichen Definitionen und Be- 
griffe an, wie im Falle des rativnalen Körpers k. Zwei Ideale heißen teiler- 
{iremd, wenn sie keinen gemeinsamen Teiler haben. Ein Ideal, das in 
gegebenen Idealen enthalten ist, heißt ein gemeinsamer Teiler der- 
selben; derjenige gemeinsame Teiler, der alle übrigen selbst als Teiler be- 
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sitzt, heißt: der größte gemeinsame Teiler der Ideale. Ein Ideal, 
in dem gegebene Ideale enthalten sind, heißt ein Vielfaches der letzteren. 
Dasjenige Vielfache, das Teiler aller übrigen ist, heißt kleinstes gemein- 
sames Vielfache der Ideale. 

Wir beweisen noch folgende, für das Weitere wichtigen Sätze. 

21. Satz. In jedem Ideal N gibt es eine Zahl o von der 


Beschaffenheit, daß das Ideal OR: zu einem gegebenen 
Ideal M teileriremd ist. 

Es sei B irgend ein Primidealteiler von. Dann gibt es int sicher eine 
Zahl », für die © = zu ® teilerfremd ist; denn sonst wären alle Zahlen, als 


Hauptideale eig: also auch X selbst, durch N ® teilbar. Ebenso kann 
man eine Zahl «u angeben, die durch alle übrigen von ® verschiedenen 
Primideale, die in M enthalten sind, teilbar ist; dagegen soll 4 zu ® 
(u ») 
R 


‚Primideal von M teilbar. Jedem Primideal von Pt werde eine solche Zahl. 
zugeordnet; wir bilden die Summe 


teilerfremd sein. Dann ist 





zu ®% teilerfremd, aber durch jedes andere 


e=Zuv; 
o gehört sicherlich wieder dem Ideal X an, d. h. (e) ist durch Rt teilbar. 
Dagegen ist n zu ®% teilerfremd; denn jede Zahl der Summe liegt in PN, 
2 


zu Jedem in M enthaltenen Primideal teilerfremd, also auch zu M rk 


22. Satz. In jedem Ideal N kann man zwei Zahlen @ und A 
angeben, für die 


mit der Zahl u», die sicherlich nicht darin auftritt. Also ist — 


na 


untereinander und zu einem gegebenen Ideal M teilerfremd. 
sind. 


Man wähle oe in It so, daß das Ideal © — RzuM teilerfremd aus- 


.®. 


fällt. Jetzt bestimme man A in? so, da zu RM teilerfremd ist. 0 und 


4 erfüllen alle Bedingüngen. 
Aus diesem Satze kann man speziell das Resultat entnehmen: 
23. Satz. Jedes Ideal N läßt sich durch zwei Zahlen 0 und 
A definieren: 
= (0, 4) = [e, 4] D 


Fueter, Zahlentheorie. 9 
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Diese Tatsache erklärt die Redewendung, jedes Ideal sei größter ge- 
meinsamer Teiler zweier Zahlen. Man ersetze die beiden Zahlen durch 
die Hauptideale, die sie festlegen. Dann ist das Ideal tatsächlich der 
größte gemeinsame Teiler der beiden Hauptideale. Im Falle des Kör- 
pers k ist jedem Ideal eindeutig eine und nur eine positive natürliche 
Zahl, die Norm, zugeordnet, und umgekehrt entspricht jeder positiven 
Zahl ein und nur ein Ideal. Im Körper K ist der erste Teil dieser 
Aussage im allgemeinen nicht mehr gültig, sondern nur seine Um- 
- kehrung. Jeder Zahl ® von K ist eindeutig ein Hauptideal (w) 
zugeordnet. Durch die Hauptideale (®) sind, wenn die Klassenzahl Ah 
größer als Eins ist, nicht mehr alle Ideale erschöpft. Der letzte Satz zeigt, 
daß in diesem Falle zwei Zahlen oe und A stets ein und nur ein Ideal (e, A) 
bestimmen und umgekehrt. Das Ideal ist der größte gemeinsame Teiler 
von (0) und (A). Dieser letztere Ausdruck ist sehr unbequem und wird 
gewöhnlich in nicht mißzuverstehender Weise durch den kürzeren des 
größten gemeinsamen Teilers der Zahlen o und A ersetzt. Man spricht kurz 
vom größten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen und denkt sich dabei die 
Zahlen durch die zugehörigen Hauptideale ersetzt. 

44. Definition. Werden in einem Ideal NW alle Zahlen v durch 
die Konjugierten s®» ersetzt, so erhält man wieder ein Ideal, 
das ein zu N konjugiertes Ideal heißt und mit ®N oder N® 
bezeichnet wird. 

Im ganzen gibt es Z—1 konjugierte Ideale: 


TS, SR EN Ne. 
Die Konjugierten von O sind alle einander gleich. Dies ist auch der Grund, 


warum die konjugierten Ideale®,... R’-2 wieder Ideale sind. Es gilt 
die Rechnungsregel: 


FNN) = NN, oder (AN) = NND, 


Denn ist », in W,, 9 in N, enthalten, so ist entsprechend: 


k k 


en). 


In jedem Ideal N gibt es ganze rationale Zahlen, zum Beispiel die 
Normen seiner Zahlen. Man bilde ein Ideal aus den Normen N (») aller 
Zahlen » von ®R: 

=(N(), N lv’), ...). 
Faßt man © zunächst als Ideal des Körpers k auf, so folgt nach dem 1. Ka- 
pitel, daß & einem eingliedrigen Modul [r] gleich wird; also ist in X: 


Gin) — In]D. 
& ist Hauptideal. 
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45. Definition. Die positive Zahl n heißt die Norm des 
. Ideals und wird mit N (R) bezeichnet. 

24. Satz. Alle konjugierten Ideale besitzen dieselbe Norm. 

Denn ist 9 eine Zahl in IV, so haben » und sr dieselbe Norm. © ent- 
hält daher für alle Konjugierten dieselben Zahlen. 

Daraus, erkennt man, daß © durch RW... NE® teilbar ist. Denn 
jede Zahl von © ist durch dieses Produkt teilbar, also auch das Ideal selbst. 
Wir setzen 

UP RI NEN En. 

Ist N ein gegebenes Ideal, so wähle man in N irgend eine Zahl e, für 
die @ = sei, und hierauf eine zweiteZahl A gemäß Satz 21, für die e zu 
RAR... RU® teilerfremd ist. Dann sind auch 


R und wen RR ee DIA = 


' zueinander teilerfremd, und dasselbe gilt für 


x (A) (N (o)) R 
nd en 


denn hätten letztere einen Primteiler ® gemein, so besäßen die oberen 
beiden Zahlen den Primteiler s*®. Somit sind auch 


(N (A)) (N (e)) 
RW... 
ohne gemeinsamen Teiler. Nach dem vorigen Resultat ist 
(NH RN TE 


(N (A)) und (N (e)) sind nach Definition Zahlen von (n), treten also in 
NW... NM auf. Die Ideale 

(N (A) (N (o)) 

FW... nen ME Ne 

sind darum beide durch M teilbar; sie sollen aber auch teilerfremd sein; 
also it M=D: 

IN (RI en. 

25. Satz. Die Norm, als Ideal aufgefaßt, ist gleich dem 

Produkt aller konjugierten Ideale: 

DR ZSIN Te): 

9* 
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Beispiele: 
Im Falle des Körpers der 3. Einheitswurzel kann die Norm eines 
‘ durch seine Basis gegebenen Ideals 


N=-nm+O) (n>0) 


leicht bestimmt werden. N besitzt nur das konjugierte Ideals = (n,n.+ [?). 
Also wird 


RNSN= (nd n my +d, rm +2, nm —m +1). 
Dieses Ideal enthält die Zahl 
rn +)— nn +l)=n(d—), 
also auch 
nd—2) (@—O)=3n. 
Ist n zu 3 teilerfremd, so ist 
MSN IN) 


und rn die Norm von R. Ist n durch drei teilbar und wäre ®s% = (In). 
so müßte 3n durch 9 teilbar sein und daher: 


n—n+1=0 (mod. 9). 
Dies ist unmöglich, da n, die Gestalt — 1 +3x% haben muß, und 
(—1 +32)? — (-—-1+32)+1=-3—-9r2:+9%°=3#0 (mod. 9) 


wird. Also ist n in jedem Fall die Norm von ®. 


26. Satz. Die Norm eines Produktes zweier Ideale ist 
gleich dem Produkt der Normen der Ideale: 


N (R, Kay) — N (RL) + N (N,). 
Denn es ist 


NRMR)-RW...NANN... NED = (N R)) (N (R,)). 


$4. Strahl, Kongruenz, Klasse. 


Bevor wir den Strahl definieren, wollen wir festlegen, was wir unter 
mod. R verstehen (sprich modul R). Jedes Ideal % ist ein Modul, der nur 
ganze Zahlen enthält, und gibt Anlaß zu einem Modul, der auch gebrochene 
Zahlen besitzt und mit mod. N bezeichnet wird. 


$ 4. Strahl, Kongruenz, Klasse. 133 


46. Definition. Unter mod. R verstehen wir den Bereich aller 
Zahlen 


V 

Fa: 
wo v alle Zahlen von X und ®w alle diejenigen ganzen Zahlen 
von K durchläuft, die nicht in einem Teiler von X auftreten 
(siehe die 10. Definition im I. Kapitel Seite 22). (w») ist somit teiler- 


fremd zu R. 
mod. N ist ein Modul, da durch Addition und Subtraktion von zwei 


seiner Zahlen wieder eine Zahl des Moduls entsteht: 
v Padua 1 a 90, 
wo ROR an (1 Wa 
vi W + v, w, ist eine Zahl von %, und w, ®, ist zu N teilerfremd. 

Der Strahl wurde durch die 9. Definition Seite 22 festgelegt. 

27. Satz. Alle Zahlen 1+c, wo «@ die Zahlen von mod. W 
durchläuft, bilden einen Strahl, der dem Ideal % zugeordnet 
ist. N heißt Führer des Strahls (siehe die Ausführungen im I. Kapitel 
Seite 22). 

Sind &, und a Zahlen von mod. I, so ıst 


1+0a)1+%)=1+(tı +%+ 0,0), 
1 





Bun DE eine 
ee 1i+% i 
01 0 





und man sieht, daß &, +0,+0,@, und wieder Zahlen von 


mod. R% sind. 

Jede Zahl des Strabls heißt Strahlzahl. It X = DO, so ist der zu- 
gehörige Strahl der Körper X selbst. Sein Führer ist D. 

Auch hier ist es praktisch, für dieZahlen von mod. ® eine Bezeichnung 
einzuführen, die Kongruenz genannt wird. 

47. Definition. Wenn «& eine Zahl von mod. W ist, so schreibt 
man 


1+o, 


a=( (mod.N), 


in Worten: @ kongruent Null modulo N. 

Erweiterung der 47. Definition. Sind a und ß zwei Zahleu 
von K, deren Nenner zu % teilerfremd sind, und für die 
a—ß=0 (mod. R), so schreibt man 

a=Pß(mod. NR). 


(Siehe die 14. Definition und Erweiterung derselben im I. Kapitel Seite 31.) 
28. Satz. Wennae=P,P=Yy(mod.NR), so ist auch a=y(mod.N). 
Wenn a=Pß (mod. R), so ist auch $a=E£Pß (mod.N), wo $ eine 
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beliebige Zahl ist, deren Nenner zu ®% teilerfremd sein muß 
(siehe die Sätze 19 und 21 des I. Kapitels Seite 31—32). 

29. Satz. Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man ihre 
beiden Seiten mit einer ganzen Zahl multipliziert, oder durch 
eine ganze Zahl dividiert, die zum Führer teilerfremd ist. 

Alle diese Sätze werden genau in derselben Weise wie im I. Kapitel 
bewiesen. Auch jetzt darf man mit Kongruenzen wie mit Gleichungen 
rechnen. Dabei seien ein für allemal die Zahlen, deren Nenner nicht zu R 
teilerfremd sind, ausgeschlossen. Alle nicht ausgeschlossenen sind ‚,er- 
laubte Zahlen“. 

Die Definition der Strahlzahlen lautet jetzt folgendermaßen: Alle 
Zahlen $, die der Bedingung 


&E=1 (mod. NR) 


genügen, sind Strahlzahlen und umgekehrt. 

Zwei Zahlen @ und f, deren Differenz nicht in mod. N liegt, heißen 
inkongruent (mod. R) oder «# f (mod. NR). 

30. Satz. Die Anzahl der mod. % inkongruenten Zahlen 
ist endlich. 

Denn es sei n die Norm von W; unterzieht man im allgemeinen Aus- 
druck der Zahlen in K: 


=-uw+utt,ü+-..-+u.,,07 


die u der Bedingung, daß sie ganz sind, und daß O0 <u<n, so erhält man 
n!—1 verschiedene Werte » von «@. Jede erlaubte, ganze oder gebrochene 
Zahl ist aber einem dieser Werte (mod. R) kongruent, da rin ®% enthalten 
ist und jede Zahl, deren Nenner zu X teilerfremd ist, in der Form « so dar- 
stellbar ist, daß die Nenner der u zu n teilerfremd sind. Zum Beweise be- 
nutzt man den auf den Fall eines beliebigen Moduls (n) verallgemeinerten 
Satz A, Seite 37, im Kapitel II. 

Alle zueinander kongruenten Zahlen bilden eine Kongruenzklasse 
(siehe Definition 15 Seite 33), die von der Ausgangszahl wegen des 28, Satzes 
unabhängig ist. Die Anzahl der Kongruenzklassen ist demnach endlich. 

Für jeden gegebenen Führer können die Ideale von K in Klassen 
eingeteilt werden. Zu dem Zwecke sei der Führer durch ein neues beson- 
deres Zeichen % ausgezeichnet. Er lege den Strahl 5 fest. Wir gehen aus 
von der auf Seite 116 definierten Äquivalenz zweier Ideale N, und N,. 
Es sei 

Jı @N,; also RK, = [ae]R,, 


und wir schreiben die Gleichung folgendermaßen: 
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Wir beschränken uns im folgenden auf die Definition der primitiven 
Klassen, deren Ideale zum Führer teilerfremd sind. 


48. Detinitione Die zu % teilerfremden Ideale %, und 9 
heißen äquivalent (mod. %): 


NER, 8), 


wenn: 


1. No N,d.h. nz _[ejd, 


2. der Modul [fe] DO gleich [$]D gesetzt werden kann, wo 
$ eine Strahlzahl ist mit dem Führer 5%: 


g=1 (mod. F). 


‘(Siehe die 11. Definition des I. Kapitels Seite 25.) 


31. Satz. Sind zwei Ideale R%, und R,einem dritten I, (mod. %) 
äquivalent, so sind sie auch untereinander (moöd.%) äquivalent. 
Denn wenn 





2-10, 2 2 — (7]9, $=m=1 (mod. $), 
so ıst 

Rı Bale SRH: aan) d 

Tr m | s 5 (mod. %). 


Da & und n Zahlen des Strahls sind, muß auch ei eine Strahlzahl sein. 


N 
49. Definition. Alle einander in bezug auf den Führer $ 
äquivalenten Ideale bilden eine Idealklasse (mod. %). 


It $=D, so fällt der Begriff mit dem früheren (Seite 117) zusammen, 
da der zweite Punkt der Definition fortfällt. Die Anzahl der primitiven 
Idealklassen (mod. %) heißt. die Klassenzahl (mod. %). 


32. Satz. Die Klassenzahl (mod. 5) ist endlich. 

Denn die Anzahl der Idealklassen im Körper K ist nach dem Satze 
12, Seite 119 endlich. Jede dieser Klassen zerfällt wegen des zweiten 
Punktes in weniger primitive Klassen (mod. %), als es inkongruente 
Zahlen (mod. %) gibt. Da auch diese Anzahl nach Satz 30 endlich ist, 
und die Klassenzahl (mod. %) das Produkt der beiden besprochenen 
7ahlen ist, so ist sie ebenfalls endlich. 
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Alle auf den Seiten 29 bis 30 des I. Kapitels hergeleiteten Resultate 
gelten wörtlich für die neuen Klassen. Diejenige Klasse, die die Haupt- 
ideale (®) enthält, für die @ eine Strahlzahl ist, heißt die Hauptklasse 
(mod. %). 

Damit ist die Zahlentheorie in ıhren Elementen für K soweit entwickelt, 

wie sie für k im I. Kapitel durchgeführt worden ist. Wir kennen die all- 
gemeinen Regeln und Begrifie. Allein wir haben noch kein Mittel, um 
die Ideale von K selbst wirklich aufzustellen, so daß wir mit ihnen wie 
. mit den gewöhnlichen Zahlen rechnen können. Diese Fragestellung hatte 
in k eine einfache Lösung, da jeder natürlichen Zahl umkehrbar eindeutig 
ein Ideal zugeordnet war, und jeder natürlichen Primzahl ein Primideal 
entsprach. Jetzt hört diese Zuordnung auf, da wir im allgemeinen 
nicht jedes Ideal durch eine ganze Zahl charakterisieren können. Die 
Aufgabe, alle Ideale von K zu finden, läßt sich auf die Aufstellung der 
Primideale zurückführen, da sich jedes Ideal eindeutig aus solchen zusam- 
mensetzt. Kennen wir die Primideale, so beherrschen wir jedes Ideal. 
Damit ist das Ziel des nächsten Kapitels bestimmt. Erst dann wird es 
möglich sein, zu Zahlenbeispielen überzugehen. 


V. Kapitel. 


Die Aufstellung der Primideale. 


$ 1. Allgemeines. 


Die Aufstellung der Primideale gelingt mit Hilfe der im II. Kapitel 
entwickelten Begriffe und Sätze. Damit wird die enge Verwandtschaft 
zwischen den Körpern K und %k bezeugt; jeder Eigenschaft des einen 
Körpers entspricht eine solche des andern. Einen ersten Aufschluß über 
‘die Art der Primideale erhalten wir durch folgende Tatsache: 

1. Satz. Die kleinste natürliche positive Zahl, die ein 
Primideal enthält, ist eine rationale Primzahl. 

Wäre nämlichn =n,n, ( <n, <n,0O<n,<.n) die kleinste natür- 
liche Zahl, die in einem Primideale ® enthalten ist, so tritt jede Zahl wn 
in PB auf, falls die ganzen Zahlen von K durchläuft. Also ist ® ein Teiler 
von (nr) = (n,) (n,), und es muß nach Satz 20 des vorigen Kapitels Seite 127 
entweder (z,) oder (n;) durch ®% teilbar sein. Wäre z. B. (n,) durch 
teilbar, so wäre auch die Zahl n, <n in ®% enthalten, entgegen der ge- 
machten Voraussetzung. Somit ist n eine Primzahl. Die in einem Prim- 
ideal enthaltene kleinste Zahl bezeichnen wir stets mit demselben Buch- 
staben wie das Primideal selbst, nur in dem kleinen lateinischen Alphabete. 
In ® ist somit die Primzahl p enthalten, und umgekehrt ist wegen Satz 16, 
Kapitel IV, ® ein Teiler von (p). 

2. Satz. Alle natürlichen Zahlen in ® sind Vielfache vonp. 

Wäre nämlich n in ® nicht durch p teilbar, so gäbe es zwei natür- 
liche Zahlen x und y, für de px-+ny=1 ist, d. h. die Zahl 1 wäre in 
PB enthalten, was unmöglich ist. 

3. Satz. Zahlen, die einander (mod. p) kongruent sind, 
sind es um so mehr (mod. ®%). 

It @— #=0 (mod. p), so ist @— in mod. p enthalten, und da 
alle Zahlen von (p) auch in ® sind, muß «— $ in mod. ® auftreten. 


Beispiele: 


Durch diese Sätze kommt man dem Problem der Zerlegung eines 
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Ideals in Primideale bedeutend näher. Ist im Körper der 5. Einheits- 
wurzel das Ideal 


N — (34,4 — 5) 


gegeben, so erkennt man, daß wegen 3441 = 11-31 nur Primideale von 
(11) und (31) in X enthalten sein können. Denn jedes in X enthaltene 
Primideal muß 11 oder 31 enthalten, da! nur die Vielfachen dieser Zahlen 
besitzt. In der Tat ist 


N = (11,4 —L) (31,4 —L) = (34,11 (4 — 0), 31 (4 — 0), (k — 02); 
denn: 
4—L=5[3 (4 —{)]— 14 [11 (4 —{$)). 
Entsprechend besitzt das Ideal 
end 


des Körpers der 3. Einheitswurzel wegen 422 =2.-3.7 nur Primteiler 
von 2, 3 und 7 als Teiler. Es ist 


Ob diese Ideale noch weiter zerlegbar oder Primideale sind, werden wir 
erst später erkennen können. 


Die Konjugierten des Hauptideals (p) sind sämtlich gleich (p). Die 
Norm von p ist daher p!. Da die Norm des Ideals P der größte gemein- 
same Teiler der Normen seiner Zahlen ist, und p in ® auftritt, so muß 
N (®$) in p!”! enthalten sein, also selbst eine Potenz von p werden. 


4. Satz. Die Norm eines Primideals Bist eine Potenz p’ der 
in ihm enthaltenen rationalen Primzahl p: 


NP =Pp. 
50. Definition. Wenn 
NP)=Pp, 
so heißt f der Grad des Primideals %. 
Beispiele: 
a)2=3. Jedes durch eine Basis gegebene Ideal 
W=(nn+ od) 


hat nach Seite 132 die Norm n; das allgemeine Ideal 
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RVelintin Boy: 


die Norm i?n. (Siehe Satz 25 und 26 Seite 131—132.) Das Ideal %, = (7, 
C— 2) ist in (7) enthalten, und es muß 


N) = 1. 


Anderseits gehört (7) zum Exponenten 1 (mod. 3) {siehe Seite 53). 
Das Ideal (2, 20) = %, hat die Norm 2°: 


N (%2) Sy 22, 
und (2) gehört zum Exponenten 2 (mod. 3). 


Der erste Schritt zur Aufstellung der Primideale ist damit getan. 
Man stellt die sämtlichen natürlichen Primzahlen auf und untersucht 
dieselben auf ihre Teiler. Auf diese Weise müssen alle Primideale ge- 
funden werden. Die Aufgabe besteht also jetzt nur noch darin, jede ratio- 
nale Primzahl p in ihre Primideale zu zerlegen. Man nennt die Lösung 
der Aufgabe die Zerfällung der Primzahlen in ihre Primideale. 

Bevor wir die Aufgabe durchführen, müssen wir noch verschiedene 
auf ein Primideal ® bezügliche Sätze beweisen. Wir betrachten den 
Strahl mit dem Führer ® und bestimmen die Anzahl der Klassen, in 
die die Hauptideale von K in bezug auf den Führer ® zerfallen. Wir be- 
dienen uns dazu vorteilhaft des Kongruenzbegriffes und sprechen statt 
von der Einteilung der Hauptideale von derjenigen der Zahlen selbst. 

5. Satz. Die Anzahl der Kongruenzklassen (mod. ®), die 
durch die Zahlen von K, deren Nenner zu ®% teilerfremd ist, | 
gebildet werden, ist eine Potenz p" von p. 

Man bestimme die höchste Potenz £*, m <1I—1, von [, für die 


e=mwtruit + um” 


nur dann kongruent Null (mod. ®) wird, wenn alle u,, Ur, Us, ... u„ durch 
p teilbar sind. m wird so berechnet: Man sehe, ob eine Zahl 
wtrud 


in ® auftritt, für die u, nicht durch p teilbar ist. Gibt es eine solche, so 
ist mn =0; andernfalls sieht man, ob es eine Zahl 


w-+tu{‘-+ uf 


in ® gibt, für die u, zu p teilerfremd ist. Kann eine solche angegeben 
werden, so ist m = 1; andernfalls geht man in gleicher Weise einen Schritt 
‘ weiter. Schließlich gelangt man zu dem Ausdruck 


U ee unchn mZ=1—2, 
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für den es keine Zahl in P mit zu p teilerfremden u,, geben soll. Im Falle, 
daß m <1—2 ist, gibt es dagegen in ® eine Zahl 
Wr net.. tum um tt, 

‚für die w„;ı nicht durch p teilbar ist. m ist hiermit gefunden. Man 
erkennt, daß für m <I—2: 

u twm°+-+u,.”"+ u, 6” =0 (mod. ®), 

PR mr= —ı — ud — :.:— u) C" (mod. BP) 
ist; da u), + zu p teilerfremd ist, kann nach Satz 5 des II. Kapitels die 


Kongruenz 
za, 1, (modyn) 


gelöst werden. Dann wird wegen Satz 3: 


euer ’ ’ 
Ten au a ru Slmoog 
enso ist jede höhere Potenz ...67° ın dieser Weise einem Aus- 
Eb t jede höl Pot Ka 0 dieser Weis A 
u er Form u u +. u, 6” (mod. ongruent; z. B. 
druck der F R ı6+ + u, 6” (mod. ®)k t B 
m+2 _ m+Hl—__ N AV NA a / Fr ’ Fm+1 
ee Te —— Be BUCH. ZU Dane 
A res Aal RL EL 1, achie 4 m 
=—ımw$—-zuS$ ee > 
N Be TEN  #m 
TUN an a ZUNG) 
N I LA RR / ap I DE LEN [4 em 
= DEU ER ES EU oe ie u Lu 
(mod. ®B). 


Daraus folgt, daß für jedes mn > 1— 2 jede erlaubte Zahl a von Ä einer 
Kongruenz genügt: 


e=w+tu{H tu, (mod. 2) 


wobei die u rationale Zahlen sind, deren Nenner zu p teilerfremd sein 
müssen. Die übrigen Zahlen sind selbstverständlich ausgeschlossen. Nach 
dem Satz 4 des II. Kapitels ist jede solche Zahl u einer der Zahlen 0, 1, 2, 
... (p— 1) (mod. (p)), also auch (mod. PB) kongruent. Man darf deshalb 
die u der Bedingung unterwerfen, daß sie ganz sind und daß: 


0<u,<p, kN), 1% 2 A 


Erteilt man dem System u alle möglichen Kombinationen im Bereich 
der so eingeschränkten Werte, so erhält man p”*+! inkongruente Zahlen. 
Denn wenn zwei Werte kongruent wären, so müßte ihre Differenz, da sie 
ganz ist, in B auftreten; P enthielte also einen Ausdruck 


z 
„tut + unS", 
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ohne dab alle u, 4, - . . u, durch p teilbar wären. Das ist gegen die 
Konstruktion von m. Jede erlaubte Zahl « ist aber einer solchen Zahl 
kongruent; also gibt es genau p"*! inkongruente Zahlen in Ä, und es 
it ı=m-+1. 

Alle zueinander kongruenten Zahlen bilden eine Kongruenzklasse. 
Wegen der Gültigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplika- 
tion bleibt dasselbe auch bei der Zusammensetzung von Kongruenz- 
klassen, deren Anzahl endlich ist, bestehen. Alle Zahlen von ® bilden 
eine Kongruenzklasse, nämlich diejenige der Zahlen =0 (mod. ®). Alle 
anderen Klassen enthalten Zahlen, die sämtlich zu ® teilerfremd sind. 
Hätte nämlich der Zähler einer Zahl « #0 (mod. ®) einen Teiler mit ® 
gemein, so müßte derselbe gleich P sein, da ® ein Primideal ist. Also wäre 
«= (mod. ®$) entgegen der Annahme. Wir nennen die Klassen, die zu ® 
teilerfremde Zahlen enthalten, primitive Klassen und bezeichnen 
ihre Anzahl mit p (%). 

6. Satz. Die Anzahl aller Kongruenzklassen (mod. ®$) ist 


ymM+1=p. 
Beispiele: 
a)l=3. Für das Ideal ®, = (7, © — 2) ist wegen 
=2 (mod. %,) 
m=0. Es gibt 7 (mod. ®,) inkongruente Zahlen: 
DEMO ED. D. 
Davon sind 9 (%-,) =6 zu 7, also auch zu ®, teileriremd: 
ah on Ay aigder 


Für das Ideal ®, = (2,2£) ist m =1; also gibt es 2? = 4 (mod. %,) in- 
kongruente Zahlen: 


Deal 
Davon sind 9 (%,) =3 zu %, teilerfremd: 
ee 
bp) i=5. Für das Ideal Pıı = (11, {+ 2) ist wegen 
| = —2 (mod. 8.) 
m =(, und die 11 Zahlen 
ADOBE N R Tefa, 
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sind (mod. ®,,) alle inkongruent. @ (B,,) = 10 dieser Zahlen sind zu ®,, 
teilerfremd. Für das Ideal Bis = 19,5 +? +£°) = 1, A — FE — GR) ist 


a —L—d)=4L— —1=0 (mod. Pıo) 
oder 
B=4l—1; 
also m=1. Es gibt 19? inkongruente Zahlen (mod. Pıs): 


0,4, 2, eBa 18, 
RU PAR N Net REG, 
N NE RN EN, ee 


185,1+185,2+185,3-+185, .... 18 +18. 


Davon sind alle mit Ausnahme von 0, also 9 (Bis) = 19? — 1 = 360 zu 
Pıs teilerfremd. 


In fast wörtlicher Übertragung können für die Kongruenzklassen 
(mod. ®) die im II. Kapitel Seite 48 und 49 für die Idealklassen ent- 
wickelten Sätze und Begriffe aufgestellt werden. Hierbei ist es geboten, 
sich auf die primitiven Klassen zu beschränken, die nur Zahlen ent- 
halten, deren Zähler und Nenner zu ®% teilerfremd sind. Die primitiven 
Klassen bilden eine Abelsche Gruppe, deren Ordnung $ (%) ist. Dem 
Einheitssymbol Z der Gruppe wird die Klasse der Strahlzahlen 


£=1 (mod. ®) 


entsprechen; in der Tat ändert sich die Klasse einer Zahl nicht, wenn man 
letztere mit $ multipliziert. Ist C eine beliebige Klasse, so ist nach dem 
Satze 16 des II. Kapitels: 


CD = E. 


Für jede Zahl @ von X, deren Nenner und Zähler zu ® teileriremd sind, 
gilt deshalb die Kongruenz 


ar =1 (mod. PB), 
die man wieder nach Fermat bezeichnet. 
7. (Fermatscher) Satz. Ist @ eine beliebige Zahl von K, deren 


Zähler und Nenner zu einem beliebigen Primideal ®% teiler- 
fremd sind, so gilt die Kongruenz: 


pe 
ap—1 — PB) — (mod. PB); 


wo ph die Anzahl der (mod. ®) inkongruenten Zahlen be- 
deutet, deren Nenner zu ® teilerfremd ist. 
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Beispiele: 


a)l=3; B, = (7, {—2); alle  (B,) =6 zu B, teilerfremden in- 
kongruenten Zahlen genügen den Kongruenzen: 


re =4=5 64 (mod. 7)=1 mod. $,). 





Der Fermatsche Satz sagt nicht mehr aus, als im Körper k. 
R,= (2,20); (PB) =3. Es wird: 
Neu 


ae 
= 


1a os Isar 4er (mod. Ws): 
b) i=5; 2 = (11,{+ 2); alle p (P.,) = 10 zu B,, teilerfremden 
inkongruenten Zahlen hefriedigen die Kongruenzen: 
410 — 210 — 210 — 410 = 510 — 60 = 710 = 810 — 910 — 4010 —4 (mod. 11) 
- Almed.,) 
Der Fermatsche Satz sagt dasselbe aus, wie im Falle des Körpers X. 


Ps = 19,5-+ E?+ £°); alle @ (Bis) = 360 = 19% — 1 inkongruenten, 
zu %ıs teilerfremden Zahlen befriedigen die Kongruenzen: 


rn? = 1 (mod. 19) =1 (mod. Bıs) (a mein, 
(n + m£)!® = (n!? 4 m 49 — (n-+ m£t)9 = n1 4 me=(n-+mk) 
(mod. 19). 


(n+m£i)"A=(n + m£)® =4 (mod.19) = 1 (mod. PB) 
(rn,m=0,1,2, ... 18; ausgeschlossen n =0,m =0). 


Sehr wichtig ist, daß auch die entgegengesetzte Formulierung gilt: 


8. Satz. Ist m die kleinste Zahl, so daß für alle Zahlen « 
von K, deren Zähler und Nenner zu % teilerfremd sind, die 
Kongruenz gilt 


a” =1 (mod. PB), 
so isst m=9Yy(P) = ph —1. 

Mit a en Worten, p (®%) ist auch die kleinste Zahl, für die die 
Kongruenz in jedem Falle gilt. Zum Beweise bedürfen wir des folgenden 
Satzes: | 

9. Satz. Wenn f(x) eine ganze rationale Funktion von x 
ist, deren Koeffizienten ganze Zahlen von K sind, und wenn 
für 20: 

t(e)=0 (mod. %) 
ist, so gibt es eine ganze rationale Funktion /, (x) mit ganzen 
Kceffizienten in Ä, so daß die Koeffizienten von f(x) den 
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entsprechenden Koeffizienten von (c—.e)f, (x) (mod. ®) kon- 
gruent sind. Man schreibt hierfür kurz: 
(ac) = (x — e) fı (x) (mod. ®). 
Denn nach dem Taylorschen Satze ist 


Ita) +@-of + l)+t 


wo die rechte Seite nach einer endlichen Anzahl Summanden abbricht. 
- Man setze 
(a— a)? 





ha)=Fle)+ ar (e) + Ka) 
da (a) =0 (mod. P), so wird 
(&)= («—.a) fı (2), (mod. P). 


Die Koeffizienten von f, (x) sind ganze Zahlen. Damit ist der Satz 9 
bewiesen. 
Wäre in der Kongruenz des 8. Satzes m <g(®%), so wäre 


(&) = 2"—1=0 (mod. P) 
durch die @(®B) inkongruenten Zahlen, die zu ® teilerfremd sind, erfüllt; 
ist &),0@y, ... %,gp) ein System von solchen Zahlen, so ist 
or telon 1 002 moler), 

also nach dem vorigen Satze: 
2” —1=(2— e,) fı (2) (mod. PB); ea —1= (0, — a.) fı (a)=0 (mod. P). 
Da «&, und &, inkongruent sind, muß nach Satz 20, Kapitel IV, 

a — 0; #0 (mod. %), also f, (&)=0 (mod. P), 

fı (0) = (© — @,) f, (0); ar—1= (@— a1) (0 — 0,) Ja (2) (mod. P) 


sein. 
Fährt man so fort, so ergibt sich schließlich 


ar — = (7 — a) (Ct — 0)... (2 — 0.) Im (X) (mod. PB), 
wo f„ (2) eine ganze rationale Funktion von m— m. d.h. nulltem Grade ist. 
Also ist f(x) eine Zahl $ von X. Die Koeffizienten links und rechts 


gleich hoher Potenzen von x sind einander (mod ®) kongruent. Da ß 
rechts der Koeffizient von x” ist, so muß 


ß=1 (mod. ®) 


sein. Somit wird: 
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@"—1l=(2 —a,) (C— 0)... (2 — au) (mod ®). 
Nun ist aber auch &,, —1=0 (mod. ®) und 
(Am+ı er Qı) (Am+ı ze Qg) ech (Uy+ı Er On) == (mod. ») ; 


dies ist unmöglich; also muß m =9@ (%) sein, und der Satz 8 ist bewiesen. 


Beispiele (Fortsetzung von S. 143): 


a)l=3 %= (7,°—2); (3) ist Primitivideal (mod. 7), also ist 3° 
die kleinste Potenz von 3, die=1 (mod. 7) und =1 (mod. $,) wird. 
T, = (2,2£); die Potenzen von 1+& sind 


eg A N ra 


und enthalten alle primitiven Kongruenzklassen (mod. %,). 
b)i=5. % > (11,2+{); (2) ist Primitivideal (mod. 11); also- 
ergeben die Potenzen von 2 auch (mod. ®,,) alle Kongruenzklassen. 


Bo = 15424 9) = 147-9); 
wir berechnen: 


ea (mode 19), 
De) = 2 2 lmog.19,— 13 (mod. 8,5) 


(da a={ + © (mod. Pıs)). 13 gehört zum Exponenten 18 und daher 
2 + zum Exponenten 18-20 = 360; die Potenzen von 2 + (erzeugen _ 
alle Kongruenzklassen (mod. Bo): 


Die beiden letzten Sätze lassen noch folgende Tatsachen erkennen. 


10. Satz. Jede Kongruenz 
/(&)=0 (mod. ®), 


wo f(x) eine ganze rationale Funktion vom n. Grade in x 
ist, deren Koeffizienten ganze Zahlen in K sind, hat höchstens 
n ınkongruente Wurzeln. 

Dieser Satz folgt aus einer Zerlegung von f(x), die genau der- 
jenigen von &*—1 im obigen Beweise entspricht. 


11. Satz. Die Gruppe der primitiven Kongruenzklassen 
(mod. ®) ist zyklisoh, d.h. es gibt eine Zahl eg in K, deren 


Entenzensol Ar 070.2. or—2 ein vollständiges System in- 


kongruenter, zu®% teilerfremder Zahlen mod. ®ergeben. Die 
Zahl @ heißt Primitivzahl, (o) Primitividealin bezug auf . 
Vueter , Zahlentheorie. 10 
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Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an. Ist a eine Zahl, die zum 
Exponenten m < pf!—1 gehört, d.h. ist m die kleinste Zahl, für die: 


ae” = (mod. P), 


und gibt es keine Zahl, die zu einem größeren Exponenten als m gehört, 
so muß es eine weitere Zahl a, geben, die laut dem eben bewiesenen Satze 8 
und der Definition von p’: nicht derselben Kongruenz wie @ genügen 
darf. Es sei 

em=1 (mod. ®). 


m, ist kein Teiler von m; also wird das kleinste gemeinsame Vielfache m, 
der beiden Zahlen größer als m sein. Die Zahl a, = aa, genügt dann der 
Kongruenz 

o==1 (mod. ®) 


und keiner anderen Kongruenz derselben Art mit niedrigerem Expo- 
nenten. Das ist gegen die Annahme, daß es keine Zahl gäbe, die zu einem 
größeren Exponenten als m gehört, womit der Satz bewiesen ist. 


Beispiele: 


a)4=35. Die Beispiele von Seite 145 zeigen, daß (3) Primitivideal 
(mod. $,) und (1 +&) Primitivideal (mod. %,) ist. 
b)i=5. (2) ist Primitivideal (mod. P,,) und (2 +L£) (mod. Pıo)- 


Wir werden später noch den folgenden Satz gebrauchen: 

12. Satz. Sind zn, und n, die Anzahlen der mod. %, und 
mod. N, inkongruenten Zahlen in K, so ist nn, die Anzahl 
der mod. %,%, inkongruenten Zahlen. 

Der Satz soll nur für den Fall bewiesen werden, daß DR, und N, teiler- 
fremd sind; denn wir werden ihn nur in diesem Falle brauchen. Es gibt 
dann in X, eine zu N, teilerfremde Zahl »,. Bildet a,, &,,... «,„ein mod. %, 
inkongruentes System, so muß auch | 


Ii+na,1it9n%...1497 


ein solches System sein. Alle diese Zahlen sind zu St, teilerfremd. In der- 
selben Weise bilden wir für N, das System 


1.69, 9,1 HVeßa ce. 1 +9, pn: 


das lauter zu %, teilerfremde Zahlen enthält. Wir multiplizieren jede 
Zahl des einen mit jeder Zahl des anderen Systems, und finden n, n, Zahlen, 
die sämtlich mod. N, N, inkongruent sind Wäre nämlich 


+, Wit, o)=1+rß)(1+ v, %&r,) (mod. X Rz), 


so müßte: 
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1+,,=1+»,0, (mod.N,), 
14, =1+?,ßr, (mod. N), 
was auf die Gleichheit der Indizes führte. 
Beispiele: 
I=3 Essal, =%, = (7,°— 2), R = P = (2,2{). Die Zahlen 
DIE2,72,13,4,05,00 
bilden ein System (mod. ®%,) inkongruenter Zahlen, die Zahlen 
DELELES. 


ein solches (mod. ®,). 7 ist teilerfremd zu ®, und 2 teilerfremd zu P,. 
Also kann man die beiden Systeme durch folgende ersetzen: 


1+2-.0 1+7-0 

1 +2-1 17-1 
1+2-2 1-+7-% 
1-+2-3 und A+H+-7(1+29). 
112-4 

1+2-5 

1+2-6 


Die Produkte einer Zahl links und einer rechts ergeben alle Kongruenz- 
klassen (mod. ®B, Pr). 


82. Die Primzahlen 2=#1. 


Zwischen den Primzahlen p +1 und /! zeigt sich ein tiefgreifender 
Unterschied. Wir werden deshalb beide Fälle getrennt behandeln müssen 
und bis auf weiteres p als von / verschieden annehmen. Die Zerfällung 
der Primzahl p hängt aufs innigste mit dem Strahl lin k zusammen. Für 
das folgende tut man gut, sich an die Entwicklungen des II. Kapitels zu 
erinnern. Das Ideal (p) =p von % liegt in einer Idealklasse (mod. I). 
p gehöre zum Exponenten d; dann ist d Teiler von Z—1 und 


p? (1) (l) oder pP =1 (mod. !); 
es gibt keinen kleineren Exponenten als d, für den dies eintritt. Es sei 
rt ein Primitivideal (mod. !), r die zugehörige Primitivzahl; dann muß, 
wenn m =ind. p, 
p=r" (mod.!); ?=r*=1 (mod.!); 
10* 
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und es wird (m, 1—A1) = (7) da r zum Exponenten l—1 gehört; 


d 
denn m ist durch = teilbar; hätten aber m und 1—1 den Teiler d, — 


d d 
gemeinsam, So wäre E ganz und p% —r hl (mod. I), gegen die An- 
1 
nahme, daß p zud> E gehöre. Wir beweisen die beiden folgenden 
1 
Sätze: | 
13. Satz. Die Zahl d ist kleiner, höchstens gleich f,, wo p* 
die Anzahl der (mod. ®) inkongruenten Zahlen bedeutet. 
Zum Beweise betrachten wir die Zahlen 


er für k=1,2, ...d. 
\Vegen der Definition von d ist sicherlich 
1 4, 
Es fragt sich, ob für ein positives k kleiner als d die Kongruenz 
er—1—4 (mod. B) 


möglich ist. Für ein solches k wird p —1 nicht durch / teilbar sein, muß 
also einer zwischen Null und ! liegenden Zahl rn, kongruent sein: 


p—A=n, (mod.!). 
Somit würde auch 
Ei 4 (mod. ®). 
Nun genügen aber die Größen £, £?, ... £1 der algebraischen Gleichung: 
a re ne) 
und nach dem Beweis von Seite 96 muß 
a1 2. ++ — er —P)... (a — 
identisch für alle x sein. Für -=1 ergibt sich die Relation 
N Cr ze): 


Wäre nun £"*— 1 durch ® teilbar, also in ® enthalten, so wäre auch I 
in B enthalten, was unmöglich ist wegen p # Il. Somit ist k = d die kleinste 
positive Zahl, für die die Kongruenz gilt: 


ct — 4 (mod. B). 
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Andrerseits ist nach dem Fermatschen Satze 7: 
erh—1— 1 (mod. RB); 


also muß d kleiner, höchstens gleich f, sein. 

14. Satz. Die Zahl d ist größer, höchstens gleich f,, wo f, 
dieselbe Bedeutung wie im 13. Satze hat. 

Man setze ed =1—1, p=r"(mod.l). Der größte gemeinsame 
Teiler von m und 1—1 ist dann e. Wir betrachten die m. Potenz der 
Substitution s = (£ : £”): 


Sal): 
Dann muß s”® nach Früherem die Einheitssubstitution werden. Ist 
= u +tumtt.. +u,607 


eine beliebige Zahl in Ä, deren Nenner zu ® teilerfremd ist, so wird wegen 
”"=p (mod.|): 


a An an ae RE Geil 
=u, + u, a de U, EDEN Hang Fu-ep, 
Andrerseits ist nach dem polynomischen Satze: 
e=(mw tut tust Pp=u+urlr +. +uP „EP (mod.p). 
Nach dem Fermatschen Satz von Seite 49 genügt u der Kongruenz 
uP = u (mod. p), 


und zwar auch in dem Falle, wo der Zähler von u durch p teilbar ist. 
Es wird: 


e=mw tut t+ulP + tu ,EP (mod. p). 
Vergleicht man beide Resultate, so folgt 
's”" a == a? (mod. p) 
für jede erlaubte Zahl «. Daraus schließt man weiter: 


De u elay  5 G sep == ar (mod), 
Ba ara Pr (supE oe (mod..p), 


a sun se (Em Or) me 5 art 1. (gm Er —= ar (mod. Pp). 
Ist Zähler und Nenner von « zu ®% teilerfremd, so wird deshalb 


art — 1 (mod. P). 
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Nun ist aber p die kleinste Potenz von p, für die diese Kongruenz nach 
Satz 8 stets erfüllt sein kann; also muß d größer oder gleich f} sein. 
Die Sätze 13 und 14 lassen sofort erkennen, daß 


fı =d 


wird. 
15. Satz. Ist f, die kleinste Zahl, für die das Primideal 
p=(p) von k der Bedingung genügt 


pe (dl), 


so gibt es (mod. ®) in K genau ph inkongruente Zahlen. 
Der Satz zeigt, daß die Größe pf für alle in p enthaltenen Primideale 
dieselbe ist. 


Beispiele: 


a )i=3. %=(7,{—2). Wegen 7=1 (mod. 3) gehört 7 zum 
Exponenten d=1; e=3—1=2. In bezug auf die Primitivzahl 2 
(mod. 3) ist ind. 7=0=m. Nach den Berechnungen Seite 141 besitzt 
W, 72 =7 Kongruenzklasen. P,= (2,2{); wegen 2?==1 (mod.3) 


gehört 2 zum Exponenten d=2;e = ae —4; m =ind.2=1. 


besitzt 2° =4 Kongruenzklassen. 
b)!=5. %ı = (11,{-+ 2); wegen 11==1 (mod. 5) gehört 11 zum 
Exponentend =1;e=5—1 = 4; in bezug auf die Primitivzahl 2 (mod. 5) 
ist m =ind. 11 =0. Es gibt 41@ = 11 Kongruenzklassen (mod. B}1)- 
Po, = (19,5 +&? + £°); wegen 1% =1 (mod.5) gehört 19 zum Expo- 
5—1 


nenten. ud = Dar oe = Dem = ind. 1920 Es che 190 102 


Kongruenzklassen (mod. P;9). 


Mit Hilfe von Satz 15 gelingt die Zerlegung des Ideals p in Prim- 
ideale; es sei p =pD zugleich das entsprechende Ideal von K und 


P= (pP) = Bı Pa Pu 


die gesuchte Zerlegung; cs fragt sich, welchen Wert n hat. Um dies zu 
beantworten, wollen wir die Anzahl der inkongruenten Zahlen (mod. p), 


und diejenige (mod. Bı P3 -.. P„) berechnen, und beide Zahlen nachher 
einander gleichsetzen. Eine ganze Zahl 


a r ri 
o=mwtm{+t:-+uf 
ist nur dann durch p teilbar, wenn 


v0 wmw=(,... uy=0 (mod. p); 
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denn 1, £, ... £””? bilden eine Basis von K. Legt man den u alle ganzen 
Werte zwischen Null und p bei: 


0<u<p, 


so erhält man p’! Zahlen, die alle (mod. p) inkongruent sind. Alle ge- 
brochenen Zahlen, deren Nenner zu p teilerfremd sind, werden ebenfalls 
einer ganzen Zahl » (mod. p) kongruent werden. Also ist die Anzahl der 
(mod. p) inkongruenten Zahlen in X gleich pt. 

Andrerseits ist die Anzahl der (mod. ®;) inkongruenten Zahlen für 
allek=1,2,...n gleich groß, nämlich gleich pt. Außerdem sind alle 
%, voneinander verschieden. Wäre nämlich B, = %,, so sei Bj die größte 
in (p) enthaltene Potenz von °%;: 


= (p)= MO. 


ist dann zu ®%, teilerfremd, und v wird größer, höchstens gleich 2 sein. 
Dann gibt es in BP}! eine Zahl w, die nicht in ®] enthalten ist; denn sonst 
wäre % ein Teiler von 17}, was unmöglich ist. Nach dem Früheren gilt 
für jede erlaubte Zahl, also auch für ® die Kongruenz (Seite 149): 


wPrf: — w (mod. p)=w (mod. PP). 


Nun ist (®) durch B7-!, (w)? durch %}, also (wP’:) sicher durch ®% teilbar. 
Es wäre somit auch ®=(0 (mod. Pf) gegen unsere Annahme, daß w nicht 
in ® liegt. 

Aus dem Satz 12 schließt man, daß die Anzahl der mod. ®%, °P, in- 
kongruenten Zahlen gleich pf: - pıı = p?", diejenige mod. Pı PB; ... P. gleich 


pl: pl: Bl pr -—_ p" 
ist. Setzt man diese Zahl der früher gefundenen gleich, so wird 


N 
hi 





pi= ph, I—1=nfı, n= e; 
damit ist der grundlegende Satz bewiesen: 


v. Hauptsatz: Ist = die kleinste Zahl, für die in % 


v2) 


wird, so zerfällt das Primideal p+1 in X ine voneinander ver- 
schiedene Primideale: 
p = Pı Pr Pe 


Bildet man hier beiderseits die Norm, so wird wegen N (®,) =»! 
(siehe S. 138): 
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Np)=p!=NP)NB)... NB)=pp... =" 
und | 
I—1=ef; [= Jr 


Daher gilt der Satz: 
16. Satz. Die Norm eines Primideals ® ist gleich der An- 
zahl der (mod. ®) inkongruenten Zahlen in K: 


N(P)=P. 


Wegen Satz 12 und der Beziehung N HR) = N MR) N R,) gilt 
der Satz für jedes zu [ teilerfremde Ideal. Im vierten Paragraphen werden 
wir auch für die Teiler von [ dasselbe beweisen; deshalb darf man den 
Satz aussprechen: 

17. Satz. Die Norm eines beliebigen Ideals NW ist gleich 
der Anzahl der (mod.®) inkongruenten Zahlen in K. 

Die Norm wird öfters durch dieses Resultat definiert; denn der letzte 
Satz gilt nicht nur für den speziellen Körper K, sondern stellt eine allge- 
meine Einsicht dar. 


Beispiele: 


Mit Hilfe dieser Sätze ist der Beweis leicht, daß die bisherigen Zahlen- 
beispiele von Idealen wirklich Primideale ergaben. 


Nds ll Te) aa aedaher 
Ps % = (7,2) (7, 2—2)= (7,7 ({—2),7(°—2),7)=(T);dh. 
N (%,) = 7, und 7 gehört zum en 1,da7=1 (mod. 3). 


%=23,29 ss, =-2329°); Bsh,=(a,29)=A. NR)=2, 
und 2 gehört zum Exponenten 2, da? =1 a d.3). PB,und %, sind da- 
her Primideale. 

DB). LH 8 lea), tl a2 ee 
2 PB, UL 2), a, > (11er 2) 7 Daraus folgt wegen 
N(&+2)=41: 


Fıı s Pur ® Bir s® Par = MM), 
N Bı) =11. 
11 gehört aber zum Exponenten 1, da 11==1 (mod.5). 
Bo = 195 +2 +09), s Po = “ 5+ +) = ML); 
= A155 H) = Pan Pr = Ss Pıo- 
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Nun ist 
S+2+9)65+ft+f)=19. 
Also ist 
Pıs Ss Bio Ss? Pıs s® Pro = (Pıs 5 Bis)? = (19)? 
N AB) = 192. 


19 gehört zum Exponenten 2, da1%® =1 (mod.5). P,, und B,, sind daher 
Primideale. 


Man kann aus dem 17. Satz noch folgendes Resultat herleiten, dessen 
Beweis wir übergehen wollen: 

18. Satz. Ist das Ideal N durch die Basis »v,,?,..."_ı ge- 
geben, wo 


ad LaMCH. ta, (k-1,2,...1—1) 


so drückt sich die Norm von R durch den absoluten Betrag 
der Determinante 





a 1 
EN u a 
2 2 2 
N Ä E 
N 1) 
LER AANER 





aus. 
Beispiele: 
!=3. Nach den Entwicklungen von Seite 132 ist 
N=elnn +; NSsNR=In),; NN =n. 
Andrerseits ist die Determinante der Basis n,n,+{& 


n 0 


no1 


=N, 








in Übereinstimmung mit dem Früheren. Ist 
„=zınty(mHt?), 
„=unt+Yylm+t 9), 


so ist auch »,, », eine Basis, und die zugehörige Determinante hat 
den Wert: 

untym y 
nt YıMo Yı 


way —ay=H+t1, 


an 


un Yı 


nlkeyı -yu)=En. 
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Wir schließen hieran die folgenden Erörterungen. Es sei (p) =p 


BB ee ._ dann ergibt sich nach früheren Sätzen: 


N (B)) = Pıs h..., = (pl) = PB BR: 2 


‘somit sind je f unter den Idealen ®,, s Pı, - - - S”? ®, einander gleich. 
It zB. %, = RB, = s" PR, so wird natürlich auch 
Bst’ Pı 


sein. Daraus folgt der 

19. Satz. Alle Substitutionen s, die ein Primideal unge- 
ändert lassen, bilden eine Gruppe, die Untergruppe der 
Gruppe sd, s, 8, ... 8°? ist und die Zerlegungsgruppe von ® 
heißt. 

Als Untergruppe einer zyklischen Gruppe muß sie wiederum zyklisch 
sein. Es sei S = s* die Grundsubstitution; dann kann h als Teiler von 
1—1 gewählt werden, und es muß 


FRN-HR = NM fürk=1,2, | 


sein. Nun sind aber genau f der konjugierten Ideale gleich dem Prim- 
ideal %,. Also ist De Del 


Iı = Ss Bı- 


Statt der Substitution s‘ kann auch s” als Grundsubstitution der Unter- 
gruppe gewählt werden, wo ind. p=m, d.h. 


p=!" (mod.!). 
Denn m und 1— 1 haben den größten gemeinsamen Teiler e. Also: 
PZaR mic), 

die Potenzen von s” ergeben die gleichen Substitutionen wie diejenigen 
von s®. 

20. Satz. Jedes der Primideale von p bleibt bei der Sub- 
stitutions’ =# ungeändert. 

Man kann diese Tatsache durch folgendes Resultat ersetzen: 


21. Satz. Jede Zahl @ in K, deren Nenner zu ®% teilerfremd 
ist, und die der Kongruenz 


i—1 


a=s! «a (mod. P) 
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genügt, ist einer der Zahlen 0, 1, 2, ... p—1 (mod. ®) 
kongruent. 
Ist p==r" (mod.!), so haben m und 1—1 den größten gemeinsamen 


Teiler e= =. Man darf also für die Kongruenz des Satzes 21 auch 


setzen: 
a=s" a (möd. BP). 

Wenn @ =0 (mod. ®), so ist die Aussage selbstverständlich. Wir 
dürfen daher «@ zu ® teilerfremd annehmen. Ist e eine Primitivzahl 
(mod. $), so muß nach Satz 11: 

| a= 0” (mod. P). 
Nun ist aber nach dem Beweise Seite 149 
e=s"o (mod. p); 
also wird 
!=t=”a=s"(’=(s”o)= o’kmod. P), 
woraus, da o zu ®% teilerfremd ist, 
er —=1 (mod. BP). 


p'’—1 ist der kleinste Exponent, für den o der Einheit kongruent wird. 
Also ist p — 1 ein Teiler von v (p — 1); denn sonst würde man nach einem 
schon öfters angewandten Verfahren eine niedrigere Potenz von o finden, 
die =1 (mod. $) ist. v(p—4) ist durch p—1 teilbar und in 


muß x eine ganze rationale Zahl bedeuten; also muß jede Zahl «a, die der 
verlangten Kongruenz genügt, in folgender Weise durch eine Primitivzahl 
gegeben sein: 
a 
a=o?! (mod. BP). 


Gibt man x zwei (mod. p— 1) kongruente Werte, so sind die zuge- 
hörigen @ (mod. ®) kongruent. Wenn somit x alle Werte 1, 2,3, ... 
annimmt, so erhält man höchstens p — 1 inkongruente Werte @. Es gibt 
daher höchstens p — 1 mögliche zu ® teilerfremde inkongruente Zahlen «, 
für die 

a=s’aund @=s”« (mod. %). 


Die p—1 (mod. p) inkongruenten Zahlen 4, 2,... p—1 besitzen die 
Eigenschaft, daß für sie 
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a=s”o (mod. ®) 


wird. Also müssen alle «, die diese Bedingung erfüllen, einer der Zahlen 


1,2,...p—1 (mod. ®) kongruent sein. 
Beispiele: 
2 3—1 
a)li=3. Für %,=(1,d—2) ist f=1, nen Zus je 
jede Zahl ist einer der Zahlen 0,1,...6 kongruent (mod. ®%,). Ist da- 
3—1 


gegen PB, — (2,20), 80 stlf =2e — on 1, s 9, = %.. Istidann 
@a=u,+ u,S, und 
se=« (mod. %,), d.h. w+ u, {=u, + u, ©? (mod. %,), 
so folgt 
u —)=u, (1 +2{)=u,=0 (mod. %,); 
also ist u, ein Vielfaches von 2 und 
e=u, (mod. B,). 

bh), 2 —5. Runen hie Er 2 Wer a se deaur 
Bo = (1,5 +C+L% wirdf= Be =. =2; 2 Po Po Jede 
Zahl @ ist (mod. ®,) einer Zahl u, + u, kongruent (siehe Beispiele 
Seite 142). Wäre @=s? « (mod. %js), so wird 

uwv+u{=u, + u, 8% u, ((— {t) =0 (mod. Pro). 


& — dt ist zu Ps teilerfremd; denn die Norm von (1 —£°) ist N (£)- 
N(1—£3) =5 und zu 19 teilerfremd. Also muß u, ein Vielfaches von 
49 sein und 


a=u, (mod. Ps). 


Der Hauptsatz und die folgenden Sätze bestimmen die Zerlegung 
aller Primideale p + [ völlig. Wir wissen nun genau, wie viele und welche 
Primideale in p enthalten sind. Es erübrigt noch, die Primideale selbst 
aufzustellen. Dazu ist es nötig, eine Zahl z, zu bestimmen, die in ®,, 
aber nicht in ®,, ... ®, auftritt. Dann muß 

Pı = (p,7,) 


sein; denn p und 7, legen alle Zahlen fest von der Form 
0,Pp + %Tı, 


wenn @,, w, irgendwelche ganze Zahlen von ÄX sind; (p,r,) ist ein 
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Teiler von (p) und andrerseits ist ®, ein Teiler von (p, zz,). Wäre 
noch ein anderes Primideal von (p) in (p, zz,) enthalten, so müßte zz, 
in diesem auftreten, was der obigen Annahme widerspricht. Die noch 
zu beantwortende Frage lautet jetzt folgendermaßen: Wie berechnen 
wir die Zahlen 7, ? 
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Um die letzte Frage zu beantworten, nehmen wir wieder die Theorie 
des Strahls lin k zu Hilfe. Ist r eine Primitivzahl, so gibt es ein m, für das 


p=r" (mod.!|); 


somit werden wegen (m,i—1) = ent or ‘alle 1 primitiven 


Klassen des Strahls (l) durch folgendes System gegeben: 
(1); (P), (Da pen): 
Be DREI) ale pisch 


ea (nz p), (a Den wa (re pp): 


Daher muß auch das System der Zahlen 


1 
< CP, ER 6» I 
er ?rp er —1 s 
NE a A 


alle Wurzeln der Gleichung 


A ri 1-2 
rel KT +... +2+1=0 





ergeben. Wir betrachten die Funktion 
F (8) = (@—2) (@—£?) ... @—r) 


der Veränderlichen x und setzen wiederum s = (£:{’). Dann ist wegen 
des eben ausgesprochenen Resultates: 
1 
s—1 





NEAR ES ENEA Ne Vena A 


Dabei verstehen wir unter der Anwendung von s auf F (x), daß man x 
ungeändert läßt, dagegen auf alle Zahlkoeffizienten die Substitution s 


ausübt. Wegen s® = (£:£"”) = (£:£P) ist andrerseits: 
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sm F (0) = (a?) @—[) ... (@—{?), 
und wegen p=1 (mod.}): 
SO RAL En a0). 
Wir setzen 
Fea)=#7— oa 4,2 ?2—...+ (1/0; 


“ 
dann sind die @, @g, ... @; symmetrische Funktionen der Zahlen 


EN ET. FI mit ganzen rationalen Koeffizienten; sie genügen ferner 
der Bedingung ®®"w=w. Nun ist (m, 1—1) = At — (e); also gibt 
es zwei natürliche Zahlen x und y, so daß em +y(l—1)=e, und 
rem o=so—=w wird. Jede Zahl’w ist deshalb nach Satz 21 
einer der Zahlen 0,1, 2,... p—1 (mod. ®) kongruent. Wir setzen 
w,=0, (mod. PB) und 


Foa=!— 0,1 +0,27— .-.-+(1)y=fi (x) (mod. ®P). 


Für jede der Funktionen sF (&), ... s®”! F (x) beweist man dasselbe. 
Die zugehörigen rationalen Funktionen mit rationalen Koeffizienten be- 
zeichne man mit fa (X), - . . f, (2). Wir fassen das Bisherige so zusammen: 
Jede der Funktionen F (x), sF(x),...s“! F (x) ist einer der 
Funktionen fı (2), fa (8), -.. /, (2) (mod. P)kongruent, deren Koei- 
fizienten ganze rationale Zahlen sind. 

Daraus ergibt sich die Zerlegung: 





—; = +? +. - +z+lefla)fle).../. (2) (mod. PB). 


2— 


Links und rechts treten in der Kongruenz nur natürliche Zahlen auf, die 
Kongruenz wird darum nicht nur für den Modul ®, sondern auch für die 
Konjugierten s®,...s1%®%, d.h. für (p) =p selbst erfüllt sein; denn 
konjugierte Ideale enthalten die gleichen rationalen Zahlen: 


a4 
eh (2) fa)... 7. (©) (mod. p). 


22. Satz. Ist p ein Primideal von k von der Beschaffenheit, 
daß 
Dipl): 
so zerfällt die Funktion 


a1 
z—1 





a2 
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(mod. p) in Fr ganze rationale Faktoren f. Grades mit na- 


türlichen Zahlkoeffizienten. 
xı—1 
z—1 
Funktionen f} (2), fa (8), -.. (mod. p) eindeutig bestimmt. Denn wären 
zwei verschiedene Zerlegungen möglich, so müßte es nach Satz 19 zwei 
verschiedene zyklische Untergruppen der s vom selben Grade geben, 
was unmöglich ist. Die Ausführung der Zerlegung setzen wir als eine 
rechnerisch mögliche Operation voraus. Sie wird praktisch oft große 
Schwierigkeiten bereiten. Es wird dabei vorteilhaft sein, sich auf die 
ursprüngliche Darstellung der F (x) zu stützen. Nehmen wir die Zer- 
legung als gegeben an, so ist auch das Problem dieses Paragraphen ge- 
löst. Denn aus der Definition von f, (x) folgt, 


h9= F(f)=0 (mod. $) 
hO)=sF(d)E 0 (mod. PB)’ 


Somit ist nz, =fı ({) eine Zahl von ®. Man hat nur zu beweisen, daß 
7, zu sp, 2 R,... se! SP teilerfremd ist. Wäre 


fı (()=0 (mod. s’ P), 


so wäre nach der Definition der konjugierten Ideale 


in Faktoren (mod. p) zerlegt, so sind die 





Haben wir umgekehrt 


KENNE, 


N) Ehe N=rFler N —=0 (mod. P); 


letzteres ist aber unmöglich, außer wenn J—1—.k oder k selbst ein Viel- 
faches von e = u ist. Da B=% ist, wäre dann auch PB = %, 


was zu beweisen war. Also ist in der Tat 


Y = Yı 5% (p, fı (20) 


und entsprechend sind die konjugierten Primideale gleich: 


Fr = (Pr hal), k=h2,...e—1. 


Erst durch diese Darstellung sind die einzelnen Primideale bestimmt, 
und erst jetzt weiß man, welches der Ideale man mit ® bezeichnet; es ist 
auch gleichgültig, in welcher Reihenfolge man die einzelnen Faktoren 
fı (&),-.. fe (x) bei der Zerlegung erhält. Die gesamte Darstellung lautet 


jetzt Au 
DR DI LOB l)Ne— wt 


Wir fassen das Ganze in die folgende Regel zusammen: Um ein Prim- 
idealp = (p)=#(l) in Primideale zu zerlegen, bestimmt manden 
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Exponenten f, zu dem p gehört, und setzt e=. Dann 


zerlegt man —ı in f Faktoren (mod. p) mit Koeffizierten 





ine’: 





ehr @) .- Tel) (mod. p). 


Jetzt ist: 
PD)=Pr hl) BR) --:- (BF (d)). 


Beispiele: 


a)l=3. Wegen 5°==1 (mod. 3) gehört 5 zum Exponenten 2. (5) 
bleibt also Primideal in K. (7) dagegen gehört zum Exponenten {1 und 
zerfällt deshalb in zwei Primideale: 


Gyr 2p ns 2) eu. 2er 
Andrerseits zerfällt 22 +x2-+1 (mod.7) in zwei Faktoren 
+ +1=(r—2) (x +3) (mod.7). 


(11) gehört zum Exponenten.2 und zerfällt nicht; dagegen (13), daszuf=1 
gehört. Um die Zerlegung zu finden, spalten wir 22 + x-+ 1 in Faktoren 
(mod. 13). Wegen ?+3+1=13 wird &—3 ein Faktor sein: 


© +c+1=(2—3) (x + 4) (mod. 13). 
Also sind f, («) = —3, fa, (2) =r + 4 die gesuchten Faktoren, und 
(13) = (13, {— 3) (13, {+ 4). 
b) 1=5. (2) gehört zum Exponenten 4 (mod. 5), bleibt also Primideal, 
ebenso (3) und (7). Dagegen gehört (11) zu f=1, und es wird: 
AM)=-AMLLYIM,EC+HYAMSH+NIULG+2. 

Aus dem 2. Ideal folgt 

= —2 (mod. (11, ° + 2)), 

GC =(— 2)’ = —8 (mod. (11, £? + 2)). 
Also ist 

(14, ® +2) 11,048). 
In entsprechender Weise findet man: 
11) = (11,0 +2) (14,248) (11,54) (11,0 5). 


Andrerseits ist 
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A+?+:+zr+1=(e +2) (8 +8) (a — 4) (e — 5) (mod. 11). 


(17) ist Primideal, dagegen besitzt 19 ein f=2, ist also in zwei Prim- 
ideale zerlegbar. Es wird 


“+++ +1 —Ar +1) (+55 + 1) (mod. 19), 
also f, @) =” —Ax +1, (le) = +5r +1 und 
KERZE nr Er 
Diese Zerlegung stimmt mit der. früheren überein; denn es ist 
—[6+O+M-—5CHE +W- ICH HE. 
c) 2=7. (3) und (5) gehören zu f=6, sind also Primideale. (11) 


== —2 Ideale Es ist 


+8 +++ H1 
= (? +5xr°+ Ar —1) (® —4X +6x%—1) (mod. 11); 


gehört zu f=3, zerfällt also in 





hae)=? +5 +42 1, (a) = —4® +60 —1 und 
AI 35 Ar 1) (11, 02 — A 2651). 


Historische Notiz: Die Zerlegung der Primzahlen im Körper der 
I. Einheitswurzel ist von Kummer in seiner Arbeit ‚Über die Zerlegung 
der aus Wurzeln der Einheit gebildeten komplexen Zahlen in ihre Prim- 
faktoren‘“ (Crelle’s Journ. f. Math. Band 35 (1847) Berlin, S. 327) 
durchgeführt worden. Maßgebend waren hierbei die Entwicklungen von 
Gauß für den Körper der 4. Einheitswurzeln (Theoria residuorum bi- 
quadraticorum, Commentatio secunda, Werke Bd. 2, Göttingen 1876, 
S. 95) und von Eisenstein für den Körper der 3. Einheitswurzel (a.a.O., 
siehe S. 96). Eine große Anzahl von Zerlegungen enthalten die „Tafeln 
komplexer Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheit gebildet sind‘ von 
C. G. Reuschle (Berlin 1875). 


$&°4. Die Primzahl 2. 


Bei der Primzahl / liegen die Verhältnisse wesentlich anders. Wir 
haben schon Seite 96 die Relation gefunden: 


i=1—f) 1-2)... —{M), 
‘ die sich auch so schreiben läßt: 


DeNimey 


Fueter, Zahlentheorie. 11 
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Betrachten wir das Hauptideal & = (1 —{), so sieht man, daß 
(DL Sn) 
Daraus folgt, daß & Primideal ist; denn wäre %’ ein Teiler von %, so wäre 
IS N UN N )) 
Hauptideal und N (2’) eine natürliche Zahl. Andrerseits wäre N (®) in 
{ enthalten, also selbst gleich I. Daraus folgt: 
UNSURSRU UNE TR 

und wenn 2=W'!, so müßte 

Su u 


also X’ das Ideal OD sein. 
23. Satz. Das Primideal [ zerfällt ın L—A Primideale 
US se: 
[=ERs58...F ER 


Da =1 (mod. 2), so ist andrerseits jede Zahl «, deren Nenner zu & 
teileriremd ist, 


= U) se U] + RR, ar ae 


einer ganzenrationalen Zahl (mod. 2) kongruent, und esgibt genaul=N (%) 
inkongruente Zahlen (mod. &). N (%) ist auch hier die Anzahl der 
(mod. 2%) inkongruenten Zahlen (siehe den Satz 16 Seite 152). 

Da jede erlaubte Zahl « einer ganzen rationalen Zahl a (mod. %) kon- 
gruent ist, so folgt aus 


auch: 


und für die zu & teilerfremden Zahlen: 
etz TI (mod. 2). 


Diese Formel enthält den Fermatschen Satz 7, der deshalb für alle 
Primideale von K gilt. 

Betrachten wir die beiden konjugierten Ideale 2 und #8, so erkennt 
man aus 


1 E-U-I)UHr ++ +, R=l2...1—2, 


daß alle Zahlen von s® 2 auch in & auftreten; somit ist 2 ein Teiler von 
s"2, und da s®& ein Primideal ist, so muß 
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UNE DU T ne 
sein. Man kann dieses Resultat auch dadurch finden, daß man 
Dt ea eure bende.dceen) 


setzt; diese Beziehung drückt aus, daß alle Zahlen von & in s’& ent- 
halten sind. 
24. Satz. Alle zu 2 konjugierten Primideale sind einander 
gleich: 
I ES un 


Während bisher alle Primideale p nur einmal durch ein bestimmtes 
Primideal ®B teilbar waren, sehen wir, daß das Primideal [ (— 1)mal durch 
% teilbar ist. Es findet also ein wesentlicher und prinzipieller Unterschied 
zwischen / und p statt. 

Faßt man die beiden Eigenschaften, daß jede erlaubte Zahl « einer 
rationalen Zahl (mod. &) kongruent, und daß & = s"L ist, zusammen, so 
sieht man die Richtigkeit der Kongruenz ein: 


a=sa (mod. ?). 
Denn es ist: 
ea modiß) Ssa—=sa==a(mod.s2); 


oder wegen = st: 
a=s«a (mod. ®). 


Wenn umgekehrt für jede erlaubte Zahl 
@—sa= ( (mod. %) 


ist, folgt s& = %. Man nehme, um dies einzusehen, für & jede Zahl 4 
von. Wegen A=s4 (mod. 2), muß s A auch in & enthalten sein, d.h. 
jede Zahl s A vons & tritt auch in X auf und umgekehrt; also I =st%. 
Dies soll der allgemeinen Bedeutung wegen besonders formuliert werden. 

25. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß &=sR% wird, besteht darin, daß die Kongruenz 


a=sa (mod.f$) 


durch jede Zahl @ von K, deren Nenner zu &£ teilerfremd 
ist, befriedigt wird. 

Wir wollen diese Tatsache mit zwei neuen Begriffen in Verbindung 
bringen. Es sei eine ganze Zahl von ÄK und | 


11 
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die Gleichung, der w genügt. Die o sind natürliche Zahlen. Man nennt 
die erste Derivierte: 


(0) = (LA) Wr? (2) 0,00, nl 8), wit. 0 


. die Differente d (wo) der Zahl w. Dieselbe ist wieder eine Zahl in K. 
Die Norm von d(w) ist eine natürliche Zahl und heißt die Diskrimi- 
nante d(w) von w: 

d(w) =N (d(w)). 
Die beiden Zahlen d (w) und d(w) ergeben sich auch auf folgende Art: 
Es ist: 

(2 — w) (x — sw) (C — 80) .... (ce — sw) 

= —- 2a? +...+9. = Pie). 

Man differenziere logarıthmisch nach x: 


1 NENNE NOS (x) 


C—0 &—SW Pe Tr Y(x) 











woraus 
ö (w) = lim p'(x) = (v — sw) (w— 3 w)... (wu — sw). 
Jede der Differenzen w — s*w ist wenigstens durch & teilbar, also: 
d(wW)=E0 (U). 

26. Satz. Die Differente jeder ganzen Zahl von K ist durch 
g2 teilbar. 

Die Diskriminante jeder Zahl ® hat die Form: 

d(w») =N (d(w)) = (w — sw)?... (w — so) (sw — 2w)?.... 


(st w— st-2 w)2; 
somit wird nach Obigem: 
d(w) = (0 (UV E22) = 0) (2), 


27. Satz. Die Diskriminante jeder ganzen Zahl von K ist 
durch 2 teilbar. 

Da für kein anderes Primideal PB die Bedingung BP =s %, also auch 
w—sW==( (mod. PB) (w jede ganze Zahl) erfüllt ist, so sieht man, daß 
die beiden letzten Sätze für 2 charakteristisch sind. Man nennt deshalb 
den Teiler aller Differenten 82 die Differente des Körpers K und 
den Teiler 2 aller Diskriminanten, die Diskriminante des Kör- 
pers K. 
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Nach diesen Definitionen sind alle Primideale, die einem konjugierten 
Primideal gleich sind, in der Diskriminante aller ganzen Zahlen von K 
und in der Körperdiskriminante enthalten. Umgekehrt sieht man, daß 
jedes Primideal ®ß, das in den Diskriminanten aller Zahlen von X enthalten 
ist, gleich X sein muß. Denn die Zahl Z hat die Differente 


ONE CE Een), 


Alle Potenzen r® sind £1 (mod. I), k=41,2,...1—2; die Normen der 
Faktoren haben daher nach Früherem den Wert 


NC-CH) =N (UML) = N(O)NU—e) =1, 
und O{{) besitzt die Norm 
N ala) ln 


2 hat aber nur den Primteiler 2. 

' Diese Umkehrung ist nur in dem speziellen Körper K erfüllt und 
ergibt keine für alle Körper gültige Tatsache. In einem beliebigen Körper 
unterscheidet man zwischen wesentlichen und unwesentlichen 
Diskriminantenteilern. Nur die ersteren sind Teiler der Diskrimi- 
nante des Körpers und als solche einem ihrer konjugierten Ideale gleich. 
Die unwesentlichen Teiler spielen eine formale, aber keine zahlentheo- 
retische Rolle. 

Hiermit ist die elementare Zahlentheorie des Körpers X zu einem 
gewissen Abschluß gebracht, und es lohnt sich, das Bisherige zusammen- 
zufassen. Dabei tritt klar der zu Beginn in Aussicht gestellte innige Zu- 
sammenhang hervor, der zwischen X und dem Strahl [ in k besteht. 

28. Satz. Es sei ! eine ungerade Primzahl und |! das zuge- 
hörige Primideal in Ak. Dann besitzt der Körper K der l.Ein- 
heitswurzel folgende Eigenschaften: 

4. Der Grad des Körpers K ist gleich der Anzahl der 
Idealklassen des Strahls lin k, nämlich gleich /—1 (Seite 90). 

2. Die Galoissche Gruppe vonK ist holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe der Idealklassen (mod. I) in k, nämlich zy- 
klisch (Seite 84). 

3. Ist p eine von ! verschiedene rationale Primzahl, so 


zerfälltp=(p) inKine= —— voneinander verschiedene Prim- 
ideale, falls f der kleinste Exponent ist, für den p’ eine 
Zahl des Strahles I wird (Seite 151—152). 

4. Die Diskriminante von K enthält nur die Primzahl I 
des Führers | (Seite 164). 
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Beispiele: 
-3: 8° = (1—L)= (iV3); (8) = & = (iV3)8. 


se ee a ae (iz 


oe (sig? | 











: 


Anwendungen: 
a) 6=3. Die Kongruenz 


ei — 21 (mod. 3) 


hat die beiden Wurzeln und 2. Alle Primzahlen, die zui (mod. 3) kon- 
gruent sind, gehören zum Exponenten 1, alle die =2 (mod. 3) sind, zum 
Exponenten 2. Von den ersten sagt man, sie haben die Form 


sn-+ÄM, 
wo & irgendeine natürliche Zahl ist, von den zweiten die Form 
Int 2. 


Der allgemeine Satz lautet jetzt so: 

29. Satz. Eine von 3 verschiedene Primzahl p zerfällt 
im Körper der 3. Einheitswurzel in zwei voneinander ver- 
schiedene Primideale oder bleibt selbst Primideal, je nach- 
dem p von der Form 3n+1 oder 3n +2 ist. 

b)2=5. Es gibt A primitive Kongruenzklassen, die durch 1, 2, 3, 4 
repräsentiert sind. 1 gehört zum Exponenten 1, 2 zu 4, 3 zu A und A zu 2. 
Auch jetzt unterscheiden wir Primzahlen von den 4 Formen 5n +41, 
5n-+-23,5n+3,5n- 4;statt5n + 3kann man auch 5 n — 2 schreiben. 

30. Satz. Eine von 5 verschiedene Primzahl p zerfällt im 
Körper der 5. Einheitswurzel in 4 verschiedene Primideale, 
wenn sie von der Form 5n +1 ist; in zwei verschiedene Prim- 
ideale, wenn sie von der Form 5n-+4 ist; sie bleibt Prim- 
ideal, wenn sie von einer der Formen 5n-+ 2 ist. 


VI. Kapitel. 


Die Einheiten. 


$ 1. Sätze über Einheiten. 


51. Definition. Jede ganze Zahl, deren Norm +1 ist, 


heißt eine Einheit. 
Aus der Definition folgt, daß + 1 und jede Potenz von & Einheiten 


sind. Allgemein wird 
an 
für jede positive oder negative Zahl g eine Einheit sein; denn 
Ne)=N(+i@)= NENNE -1, 
weil 2—1 gerade und 


No 


ist. Des weiteren ergeben sich die folgenden Tatsachen: 
1. Satz. Das Produkt zweier Einheiten ist wieder eine 
Einheit. 
Denn sind &, und &, Einheiten, so muß 
Ne)=+1 N \g)=+1, 
also auch 
N&82)=N(&)Ne)=+1. 
2. Satz. Damit eine ganze Zahl eine Einheit ist, ist not- 
wendig und hinreichend, daß auch ihr reziproker Wert 


ganz ist. 
Ist nämlich & eine ganze Zahl, für die 


Net, 
so muß & einer Gleichung mit ganzen rationalen Zahlkoelfizienten e; ge- 
nügen: 
ee _e tr, e?—.  -—a5: +10. 
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Wir dividieren die Gleichung durch die Potenz e’”"! und können sie dann 
folgendermaßen schreiben: 


AN I—2 1 
re 


Daraus erkennt man, daß - ebenfalls einer Gleichung 1 — 1. Grades mit 


ganzen rationalen Zahlkoeffizienten genügt. Zudem kann der Koeffizient 
. der obersten Potenz zu 1 gemacht werden. Das ist aber das Kennzeichen 
für eine ganze Zahl laut Definition 37, Seite 97. 


. . [ 1 

Ist umgekehrt sowohl die ganze Zahl w wie ihre Reziproke „ ganz, 
FRRAnS 1 

so sind es auch die Konjugierten von ® und FR Die beiden rationalen 


Zahlen N(w) und die die Normen der beiden Zahlen w, 5 sind, 


1 
N(w)’ 
müssen daher ganz sein. Das ist nur möglich, wenn N(w) = = 1 wird. 
Somit ist nach der 51. Definition w eine Einheit. 

Genau ebenso einfach folgt die weitere Tatsache: 

3. Satz. Der Quotient zweier Einheiten ist wieder eine 
Einheit. 

Eine spezielle Eigentüfnlichkeit des Körpers K wird durch den folgen- 
den Satz ausgedrückt; für jeden Körper gilt derselbe nicht. 

4. Satz. Es gibt keine Einheitenin ÄK, deren Norm —1 ist. 

Der Beweis ergibt sich sehr einfach. Jede Zahl ist (mod. 2) einer 
natürlichen Zahl kongruent; also gilt auch für jede Einheit & eine Kon- 
gruenz 
e=e (mod. 2), 


ın der e eine natürliche Zahl bedeutet. Das =, so ist auch 


SEE (mod. $), 
und ganz ebenso 
ee (mod Ve 


Multipliziert man die linken und rechten Seiten dieser Kongruenzen mit- 
einander, so ergibt sich die Kongruenz: 


N(e)=e! (mod. ®). 
Nach dem Fermatschen Satz von Seite 49 ist aber 
e=1 (mod. 2), 


da e zu ! teilerfremd sein muß. Somit ist auch 
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N(e)=1 (mod. ®). 
Wäre nun die Norm der Einheit e die Zahl — 1, so müßte 
—i=1 oder 2=0(0 (mod. $) 


sein. Alle in & enthaltenen rationalen Zahlen sind Vielfache von 1 #2; 
also ist die Annahme zu verwerfen. 

5. Satz. Die Konjugierten einer Einheit sind ebenfalls 
Einheiten: 


N(#e)=Ned)=+1 (KU Imre lz2). 


6. Satz. Ist e eine Einheit, so ist das Hauptideal (e) 
gleich dem Ideal D; {e) ist durch kein Primideal teilbar. 

Wäre nämlich in (e) ein Primideal ® enthalten, so müßte nach 
Satz 16, Seite 124, des IV. Kapitels & in B zu finden sein. Also auch 
N (e) = +1; somit wäre BP =D. 
. Die Einheiten + 1 sind rationale, die Einheiten {7 komplexe Zahlen. 
Wir können folgendermaßen weitere Einheiten, auch reelle irrationale, 
bilden. Wie wir gesehen haben, besteht die Idealgleichung 


1-2) -U-), (k=1, 2,...1—2) 


wenn r wiederum eine Primitivzahl (mod.!) bedeutet (0 <r <[/). Die 
beiden Ideale besitzen die gleiche Norm: 


Neo, Lo 


und diese Beziehung kann auch so geschrieben werden (Bemerkung 
auf Seite 91 im III. Kapitel): | 











a 
N 4 (a1, 2...12) 
Außerdem ist 
k 
ee een N) 
| N IRRE. 
eine ganze Zahl von X. Somit muß Ir (k=1,2,...1—2) eine Ein- 


heit sein. Da der Quotient zweier Einheiten wieder eine Einheit ist, so 
ist auch 
le Ne 
er ie: ee 





eb Be 
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eine Einheit. Dieselbe gibt Anlaß zu folgenden reellen Einheiten (siehe 
Satz 26, Seite 91): 








ı—1 rk rk 
=> 1—£ 1—L£ ( ) 
- nm = —— a il BR ou. 
& =NS — = 2; 
NH t/e et Re: 1 % 
7. Satz. Die Zahlen 
‚k 
er 
HE _— k—1, 2, I—1, 
irie 
sind komplexe, die Zahlen 
et = 
Ele I ee er ie 202 


reelle Einheiten des Körpers K. 

Die Einheiten 7, und entsprechend e, sind deshalb so wichtig und 
für die Rechnungen bequem, weil sie untereinander konjugiert sind. In 
der Tat ergibt sich, falls s wiederum die Substitution (£ : {£*) bedeutet, 


rk „ke vo 

er 1 — 1—£ 

le en men! -— Fe: 
ee ia 1 
N I—1 
Setzt man 

uraae r A 1 > r 
VEN Ser ja, a 


so kann man diese Beziehungen auch so schreiben: 
Peg pe kl n 


Die Einheiten &, genügen als reelle Einheiten der Relation 


1-1 
s? &, = 8, Ke=ıh 2, .e.o. 





wie sich aus ihrer Definition ohne weiteres zeigen läßt. 


Beispiele: 


a)2=3. r =2 ist Primitivzahl und s = (E:£?). Die Größen 
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A 2 
me =14t=— 
er 1 n1m=rlh 


7= 1 =1+0°:=sn=—%, 


führen zu keinen neuen Einheiten, sondern wieder auf Einheitswurzeln. 
per ar 2nst Primitivzahl undes’ = (@ 2:62), Es wird: 


= EN, Yale -I/iTt—-gn 

15,04 E St ei 1b 
1— ei i 1 

et . at +£° —=877, MI 4 —=1-£? eng 


== Fm=ir)UHE)=24+ (Hl) =1— (46°), 
ent rA+T)=2+ Se le) —sE, 


1 5=N(nN)=1—?—{°)1—I—{)=1. 
c)2=7. r=3 ist Primitivzahl und s = ({:{£°?); Es wird 

1—£? 1— 
eu my HaRR a -14040 = sn, 

1 2 1—_p5 
Mair Hltes, Zeh =1tCHtt= am, 

me 2 an. = Ä 5 5 
Bea +'=s’m, ee tes u / a 


3 = Mm -mm=i+L+EN) (+84) 
| =1—- (+0) —2(?+L'), 
= mean elirtritrl)i+tT+tL) 
=2 - (PN) = 
seinem nn tr+ti+lt)i ++) 
=3+2(R HN) PH), 


ee Nine eseeslene tl. 
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Aus den Sätzen 1 und 3 des ersten Paragraphen ersieht man, daß die 
Einheiten einen Zahlbereich bilden, in dem das Produkt und der Quotient 
zweier Zahlen wieder eine Zahl des Bereichs, d.h. eine Einheit, ergeben. 
Die Einheiten bilden deshalb einen Zahlstrahl. Greifen wir speziell die 
Einheiten + £2 heraus, so bilden dieselben einen endlichen Strahl, d.h. 
einen Bereich von nur endlich vielen Zahlen. Ihre Anzahl beträgt 21. 
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Ganz anders verhält sich, falls 2>3, die Einheit 7; denn alle Po- 
tenzen derselben 


nm Ucml 2 


bilden einen Strahl von unendlichen vielen Zahlen. Durchläuft nämlich 
x alle natürlichen Zahlen, so müßte im entgegengesetzten Falle nach 
endlich vielen Schritten wiederum die gleiche Zahl auftreten: 


& Nu 2) do. 
Dann wäre 


d.h. n wäre eine (x, —,)te Wurzel der Einheit. Dies ist im Körper X nur 
dann möglich, wenn &,—a, ein Vielfaches von |, und „= + $ ist 
((<g<l). Diese letzte Beziehung drückt sich auch so aus: 


Te HH He Het, ee 


Ö genügt außerdem der irreduzibeln a 
A+C+f2 +. He 


da aber r und gq zwischen Null und liegen, können ee beide Glei- 
chungen durch ein und dasselbe { erfüllt sein, außer wenn g =1—1, und 
r=1—1. l—1 gehört zum Exponenten 2. Da r nach Annahme zum 
Exponenten 1—1 gehört, müßte dann 1 —1=2,1=3 sein. Nur im 
Fälle l= 3 kann der Körper K nur endlich viele Einheiten enthalten. 

Wir müssen also mit der Tatsache rechnen, daß es unendlich viele Ein- 
heiten gibt. Können aber nicht wenigstens alle Einheiten durch endlich 
viele derselben dargestellt werden ? Die Lösung dieser Fragestellung ist 
die Hauptaufgabe dieses Kapitels. 


52. Definition. Die Einheiten H,. H,. ... H, heißen von- 
einander unabhängig, wenn es keine ganzen rationalen Zahlen 
% %...%, die nicht sämtlich Null sind, gibt, für die 


x Ta In N, 
H}' 75 SE H;! ar 48 


Eine hinreichende Bedingung für die Unabhängigkeit eines gegebenen 
Systems von Einheiten A, H,...H,, erhält man auf folgende Weise: 
Wir wollen mit 


BeHM&aHrL- 128. m 


die zu MH, gehörige reelle Einheit bezeichnen. Gibt es dann m Exponenten 
er a Mlursdie 


$ 2. Unabhängige Einheiten. | 173 


H\: H>. j We Be 


wird, so muß ganz ebenso 


i—1 !i—1 i—1 


(2 H,”(8H,® ... (&H,m=1, 
und durch Multiplikation der beiden Gleichungen auch 
Ei: E? .. aan | 


sein. Nach Satz 26, Seite 91, sind alle Einheiten E, reell und als Produkt 
zweier konjugiert imaginärer Zahlen positiv. Die natürlichen Logarith- 
men von Z, sind somit reell, und die obige Gleichung ergibt für dieselben 
die Relation: 

sg K+tnkb,+. + gE,=0. 


PR RERR UNE | 1— A 
Wir wollen die Konjugierten *&,h=0,1,2,... en mit E® ab- 


kürzen. Dann ist genau ebenso: 
I—3 


gLM+nEEN +. + gEP =0,h=0,1,2,... Z— 


— 


Es existiert deshalb ein System von 5 linearen homogenen Gleichun- 





.„„I—1. 
gen mit m Unbekannten %,,%,, ... 2%: Wenn m kleiner oder gleich a ist, 


hat dieses System höchstens dann eine Auflösung, wenn die Deter- 
minante | 
a nat 
aa Era las N m 


“06 ie re ee ee tee 


BER IORT l Er 





ist. Für m = = ist diese Bedingung immer erfüllt; denn da EZ, eine 
1 Ä 
Einheit ist, d. h. die Norm 1 besitzt, so ist wegen ® E,=E;: 
er 
2 Y 
BERHIWBEN+. +4, =-5bkhtksiPr HE) 


= 518g NE) = 0. 


Addiert man alle Glieder einer Zeile der Determinante zu dem ersten 
Glied derselben, so ändert sich der Wert der Determinante nicht; alle 
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Glieder der ersten Kolonne verschwinden; die Determinante hat darum 
stets den Wert Null. 


I—1 e 
Ist m kleiner als 2780 kann man niemals eine Auflösung x,,%3,.. X 


finden, falls die Determinante von Null verschieden ist. Daraus entnimmt 
man die folgende hinreichende Bedingung: 


— 


8. Satz. Damit die m< = Einheiten 7, H,... H, unab- 





hängig sind, ist hinreichend, daß die m reellen Einheiten 
ei 
KR eH,scH. ik 1 D2oerm)idıe Bedineuneleriüllen: 
lg E, lg E,, loıhe 
EDIT E EN 


1g Eim-D 19 EmD, ... Ig Em 


Wir werden erst später erkennen, daß die Bedingung auch notwendig 
ist. Eine wichtige Ergänzung dieses Satzes wird durch folgende Tatsache 
erbracht: 


9. Satz. Es gibt höchstens re 





, & unabhängige Einheiten 
im Körper K. 
I—1 
Gäbe es nämlich on Einheiten H,, H,... F,_,, so bilden wir aus 
mu 





De he NR: 

ihnen wie vorhin die 5 reellen positiven Einheiten E,, E, ... E_ı. 
2 

Für diese muß die zugehörige Determinante der Logarithmen verschwin- 


— 


I—1 
den. Man kann daher 5 reelle Zahlen &,,8,... 8-1 finden, die nicht 
2 





sämtlich Null sind, und für die 


&1gEM + E,1lg ED + ee N nr 012: nn 


2 2 


sein muß. Wir bezeichnen mit n eine bestimmte positive rationale Zahl 
und mit x, die größte ganze rationale Zahl, kleiner als n &,; wenn dann 

I—1 

RT en u 7ER Bl De or 


gesetzt wird, so ist 77, ein echter Bruch: 


Dean eiak, EN om: 
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Die obige Bedingungsgleichung schreibt sich jetzt folgendermaßen: 
BEE + gEN+... + os. 8E2,) 


2 2 
+ (mgE® + gEP+.-- + ,8£R) =0 
v2) 7 
I) 
an. 
Wir betrachten die Größe 


u 
E=-EKErErTE =, 
ı Be ’E 


2 
die wieder eine reelle positive Einheit sein muß; für ihren Logarithmus. 
ergibt sich der Wert: 


gE=- ng, — un — —nılgE_, 


2 2 
ne +me&, + male hm. 
Da die Zahlen n, echte Brüche sind, muß 2 ; 
IgEl<|le&|+ileE,| st ll Bı |< 
2 
sein, wo die Konstante x, nur von den a Einheiten £,, Z,,, h Es, 


2 
nicht aber von n abhängt. Daraus folgt auch für den Numerus: 


Near, 
und genau dieselbe Ungleichung gilt für jede konjugierte Einheit: 


0< EM = h=0, 1, = Dur Ei 


falls mit x die größte der - 5 verschiedenen Größen %, bezeichnet wird. 





Daraus erkennt man, daß alle elementarsymmetrischen Funktionen der 
E%) absolut kleiner als eine bestimmte von n unabhängige Zahl sind. Die- 
selben legen den absoluten Betrag der Koeffizienten derjenigen algebra- 
ischen Gleichungen fest, denen die Größe E genügt. Es kann somit nur 
endlich viele Gleichungen, d. h. nur endlich viele Einheiten E geben, die 
zu einem vorgelegten System von Einheiten £,, E,, ... E,_ı gehören. 


2 
Die Einheit E hängt andrerseits von der natürlichen Zahl n ab. Lassen 
wir n die Zahlen 1, 2, 3, .... durchlaufen, so finden wir unendlich viele Ein- 
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heiten £; da es nur endlich viel verschiedene geben kann, so gibt es wenig- 
stens zwei Zahlen n = n, und n, + n,, für die das zugehörige E denselben 
Wert hat. Ist 


[2 ’ 
n = tn) 


[77 77 N, # Na, 
nn =% +7 J 
so muß 
x' x iR; 2’ Se 
WW 2 
Ser 
Er Er —- X Bam a N 1 
ET 
2 


sein. Die Dilferenz n,—n, kann so groß gewählt werden, daß nicht alle 
Differenzen x? —x; null sind. Die Einheiten £,, E,, . . . E,_, bilden daher 
ey 


sicher kein System unabhängiger Einheiten, sondern es gibt Exponenten 
123 


A 
H=H!: H3:. .. EL, 9 
n; 
dann muß 
N re 
IAl=|| &...&: | |=1 
n2. 
und ebenso 


u N Be ep 
sein. Hieraus folgt genau wie oben für E, daß es nur endlich viele Einheiten 
geben kann, die dieser Bedingung genügen. Bildet man die Potenzen von 
H, so erfüllen dieselben die gleichen Bedingungen wie H, und es muß 
wenigstens zwei unter ihnen geben, die einander gleich werden, d.h. 
es existiert ein n, für das 


HY - inH= ee, 


dann ist 
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2lr7_, 
H2 = Hi H?®=,..H,,’ =1, 
TER 
und die Einheiten 7,, H,,... H,_, bilden kein System unabhängiger Ein- 


z 
heiten, wie doch vorausgesetzt wurde. Die letzte Überlegung des Beweises 
soll ihrer Wichtigkeit wegen besonders formuliert werden. Wir werden sie 
später anzuwenden haben. 

10. Satz. Es gibt in K nur endlich viele Einheiten, deren 
absoluter Betrag gleich ist. Dieselben sind die 21 Einheiten: 


+i,gq=(, 1: 2, ... li —1. 


Damit sind wir unserem Ziel, unabhängige Einheiten zu berechnen, 


bedeutend näher gekommen; wir wissen jetzt, daß es höchstens S 
solcher gibt. Es ist leicht einzusehen, daß wenn ein solches System ge- 
funden ist, alle anderen Einheiten mit demselben in "Beziehung stehen 


müssen. Ist nämlich H,, H,,... H,_; ein System von unabhängigen Ein- 


2 
heiten, so muß für jede von denselben verschiedene Einheit e das System 
der Einheiten &, H,, ... H,_, nach dem eben bewiesenen Satze nicht 


2 
mehr unabhängig sein. Es gibt daher Exponenten — %, %,, X, . . . 23, 
Fa 

die nicht sämtlich Null sind, und für die 


Mer) Jar! 
eu... Hy, -1,el -H7Hr%...H, 5 
2 2 


wird. % ist sicher von Null verschieden, da H,, ... H,_; unabhängig sind. 


2 
Wenn hiemit jede Einheit & selbst noch nicht gegeben ist, so wird doch 
eine bestimmte Potenz derselben durch das gegebene System darge- 
stellt. Wie man ein System unabhängiger Einheiten finden kann, durch 
das auch jede Einheit selbst dargestellt wird, werden wir erst im letzten 
Paragraphen dieses Kapitels kennen lernen. Zunächst muß jetzt ein sol- 


ches System von a unabhängigen Einheiten hergestellt werden. 


3 
2 





Beispiele: 


a)l=3. Das Bisherige genügt, um in diesem Falle die Einheiten 


2 
d. h. es gibt für jede Einheit e des Körpers einen Exponenten n, für den 


Fueter, Zahlentheorie. 12 


aufzustellen. Da jetzt =( ist, existiert keine unabhängige Einheit; 
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Eur 
Daraus folgt aber, daß e die Gestalt hat: 
e=+{61 Viel 2 


Der Körper enthält daher nur 22! =6 Einheiten. 
11. Satz. Der Körper der 3. Einheitswurzel besitzt nur 
die 6 Einheiten: 
al ar +62, — 6°. 
I—3 
2 


unabhängige Einheit. Eine solche ist z. B. (siehe Beispiele auf Seite 171): 


b)i=5. Dieser Körper besitzt, da —=1 ist, höchstens eine 





elle re). 


Wäre nämlich für die natürliche Zahl n 
et =, 
so müßte 
lg -U-rt 
sein, wo g eine der Zahlen 0,1,2,3,4 ist. & genügte der Gleichung 
1-2 —-PrU=0, 
was unmöglich ist, da die Gleichung 
are: +1t=0, 


der & genügt, in k irreduzibel ist. &, ist eine unabhängige Einheit, und jede 
andere Einheit & des Körpers besitzt einen Exponenten 3, für den 


& = ei (y,x, ganze rationale Zahlen). 


1—3 


Ga —=2 unabhängige 





Einheiten. Wir untersuchen, ob e, und &, in den Beispielen von Seite 171 
unabhängig sind. Dazu berechnen wir diese Zahlen. Es ist: 
2rıı 
ur 2rı rt 
== (% = 
° 7 7 





ee 2225 a 
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ze? = 0 + isin = 0,9010 + iin, 
nn. NONE 
Be: = 0,9010 sin 
er. SATTE 
Dreh =— 0,2225 — isin— 
ran LSTEN 
est = 0,6235 isn’ 
5 =1—- (2269) —-2(€° +0) =1+40,4450+3,6040=5,049. 
ee kart er) =24r0,4450-41,8020—0,642:. 


oe a 30200021,8020- 0308 
23955 000: 


Die Berechnung von &,, &,, &, ist bis auf Tausendstel genau. Sicher 
ist 5, >1,0 <<, <1,0<e,<4i. Es kommt darauf an, zu beweisen, 
daß die Determinante der &,, &, von Null verschieden ist. Man darf der be- 
quemen Rechnung wegen die natürlichen Logaritkmen durch die Brigg- 
schen ersetzen: 


ap RER 
Leg =—0,1918 Isa+lge, tlg, =0; 1 %8 =1,000. 
Les; =— 0,5114. Ä 


Lg &, ist positiv, Lg &, und Lg &, negativ. Wegen se, = &, SE, =S& 
= £, wird die Determinante der &,, &, folgende Gestalt haben: 


Izalen| 2 | 0,72082-0,1918) 
ig Ilgs| 1—0,1918— 0,5114 | 


und dieselbe ist sicher von Null verschieden und hat einen negativen Wert, 
da beide Summanden bei der Ausrechnung negativ werden. &, und & 
sind daher unabhängig, und jede andere Einheit & besitzt einen Exponenten 
y, für den 








I=Et5' (%, %, & ganze rationale Zahlen) 
wird. 
$ 3. Das System unabhängiger Einheiten. 
12. Satz. Die Einheiten &,, &,, - - . &_s bilden ein System 
wa 
von unabhängigen Einheiten: 
„ke er Ak 
De RN rs Sm 
& = za . J “ı 9 
ri te 


12* 
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Nach dem Satz 8 muß im entgegengesetzten Fall die Determinante 


lg € lg € N he lg &—3 
2 





lg &ı lg & .. ge 
2 








Null sein. Wegen sy = k=2, 3... en wird 4 folgende Form 
haben: 


ka Ba 0 ...lgas 
2 


leise Klo. ae. lg &ı-ı 
d= 2 


lg &—3 lg&a-ı... lga 
2 2 2 


Wir setzen jetzt 4, = een: die Größen A, sind reelle 
positive Zahlen, und es wird: 


A ı—1 
RR ERS N NEL Oh 
A 2 
Außerdem ist A, =A,_,. Nach einer Formel von Seite 96 muß 
InDn 
eh t+lgA+  +lehı = gl... A,)=eNi—Ld)=lgl 
2 2 
sein. Wir betrachten die neue Determinante: 


gA, lgA,...IgA-ı 
2 
IE Ir Rat 


lg A,_ı lgA, ... IgAı a 
2 2 


und addieren alle Glieder einer Kolonne zu dem entsprechenden Glied der 
letzten Zeile; dann ändert sich der Wert der Determinante nicht, und es 
wird wegen der vorigen Formel: 


lg A, lg A, ... lg Ami 
2 


I Be 
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Jetzt subtrahieren wir jedes Glied der drittletzten Kolonne von dem ent- 
sprechenden Glied der vorletzten; dann jedes Glied der viertletzten von 
jedem der drittletzten, usf., jedes Glied der ersten von jedem Glied der 
zweiten und jedes Glied der letzten von jedem Glied der ersten Kolonne. 
Der Wert der Determinante ändert sich hierbei nicht, und es ergibt sich: 


rer lose lies oA, 
\ ve NER 
3 kann. )genı lg 2, 
2 


A A a N Va Be Or I LET 


gas lgalı ... Igeıı IgAıs 
2 2 2 


0 0 ee 
Wenn 4 gleich Null ist, folgt auch 
ar 08 
2mi 


wit gleich m,n =e”. Dann genügt n der Gleichung 


2 l 
Wir setzen 5 





ar —1=(, 


und die Potenzen 1, n, 7?,...n"! sind die konjugierten Wurzeln von 7. 
Es sei v eine beliebige unter den Zahlen 0, 1,2, ....m — 1; wir betrachten 
das Gleichungssystem: 
u —- lgA, + n”lg h; Tat ne) len 
eg Aa rel he le hı, 
ru = lgIntnrlgdAı 4 4 N 
Dieses läßt sich auch so schreiben: 
(gi — u) +? lg}, Het ig An 0: 
lg A, +7? lg) ++ (I u)=0, 
IRaUE- +r(lgA—u) ++ Ig Aal. 
und ist nur erfüllt, wenn seine Determinante Null ist: 
(lg A, — u) lg A, ... lg Am 
Ig A, lg A, . (sh — ” N 


lg Am lgA,— u)... » Dan 
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Rechnet man die Determinante aus, so ergibt sich eine Gleichung m. 
Grades für u. Derselben genügt nicht nur eine Größe u, sondern alle Größen 
u, die man erhält, wenn man für v alle Werte 0,1,2,...m —1 einsetzt. 
Das konstante Glied der Gleichung ist, abgesehen vom Vorzeichen, das 
Produkt aller dieser verschiedenen Werte von u, und ergibt sich, wenn man 
in der Determinante u gleich Null setzt. Daraus folgt: 


m—1 

4, 7 Igel 4= Ir 2 (gA, ei n” lg Aa en REN 45 nA) lg Ay) 
an—1 

=H+ lg In (lg A,-+ 2 lg A, en Rd g An), 
v=1 


m—1 
Ag Eng) ae). 
v=1 


Wenn 4 Nuil sein soll, wird einer der Faktoren des Produktes verschwin- 
den müssen. Es existiert deshalb einv zwischen und m, für 
das: 


gel, + igdl, + n®lgd, 4... Hemd gl), = 


Um die Unmöglichkeit einer solchen Beziehung zu zeigen, wollen wir 
von nun an den kleinsten positiven Rest von 7” (mod. !) mit r, abkürzen: 


"== r, (mod.]). 


Dann ıst: 
1 
Kh : h 42 
== ln (mod. I); —n=—r ==? = er nee (mod.?!), 
2 


r; IR rk ' == R 


und wegen ! =1: 


1, =1—HNAM—E"). 


Wir multiplizieren die angenommene Gleichung mit 7" und schreiben sie: 
2 m 
mel Cr) 1 ZN 0, 
h=1 


lgz seı derjenige natürliche Logarithmus der komplexen Zahl z, dessen 
Imaginärteil zwischen — ıı und + ri liegt; dann wird: 


1-9) a — mel —ÜH) + —C), 
und: 
I—1 hf 
Ze el—-2)=0, 
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ER 
; h+ —- )v 
weil 7" = al AuRrae Dh (mod. 1) ist. 


2 
Daraus folgt zunächst, daß 7” eine komplexe Zahlist. Fürl=3 
(mod. 4) ist dies selbstverständlich. Ist aber !== 1 (mod. 4), so ist für 
m 1—i 


ns die Einheit reell: 7" =—1. Wenn die Gleichung 
für dieses ® bestände, so müßte: 
DA ve 
Sa lol cn za 2 Tor(1— cart), 
h=1 1 
oder: 

I—1 — I—1 —?r 
era ee ne a ert, 
nl: h=1 

sein. Nun ist aber nach der Formel von Seite 96: 
en 


DE: t—t mi —e n-yeNi—d=]1, 


=1 
also wäre: 
I—1 1-1 ie 
al gicah, -l: (A a en % % 
h=1 h=1 
Dies ist unmöglich. Denn übt man in ihr auf £ die Substitution s 
aus, so geht ein Produkt in das andere über, bleibt also unverändert, 
da beide Produkte gleich sein sollen. Somit muß nach Satz 19, Seite 87 
jedes Produkt eine rationale Zahl sein, was nicht der Fall ist. Die An- 
nahme ist daher zu verwerfen. 


Somit ist n" stets eine komplexe Zahl, und da die Ig A, reelle 
Zahlen sind, muß die Gleichung auch für das konjugiert imaginäre n? 
gelten. Zu n” ist 97” konjugiert-imaginär. Also gelten die beiden 
Gleichungen: 


i—2 PR, I—2 dee — ‘) —r 
Zn"lei—i N)=0, ZnN\?2 ei — CM) =0, 
h=0 h=0 


hist nur (mod. [—1) bestimmt. Statt über A kann somit auch über 
I—1—h=— h (mod. !— 1) summiert werden. Die beiden Gleichungen 
können deshalb auch so geschrieben werden: 


I—2 ” 1-2 (>) Up 
ZmeBAT ee) 2 I a a). 


Um zu beweisen, daß sie unmöglich sind, muß etwas weiter aus- 
geholt werden. Wir werden auf Seite 208. unabhängig von dem folgenden 
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Paragraphen, den Beweis zu Ende führen. Um die Entwicklung nicht 
zu unterbrechen, wollen wir jetzt schon die Theorie der Einheiten be- 
enden und dabei voraussetzen, der Beweis von A#0 sei bereits ge- 
führt und Satz 12 bewiesen. 


$ 4. Die Grundeinheiten. 


Es sei &,, &3, -.. &;3 Wiederum das gefundene System von unab- 


2 
hängigen Einheiten. Wie wir am Ende des zweiten Paragraphen gesehen 
haben, gibt es für jede Einheit € des Körpers K einen Exponenten y# 0, 


für den 
A, 


Ver 671 % 2 
Men... 


2 
wird, d. h. 9 ist durch die Einheiten &, &, ... &-s darstellbar. Ist 


2 
FIEHT n HA, ein zweites System unabhängiger Einheiten, so folgt 


2 
auch für dieses System dieselbe Tatsache; also muß auch jede der ur- 
sprünglichen Einheiten &,, &,, ... &;_s durch das neue System in folgender 


D4 


o 


Weise darstellbar sein: 
w 





KOREA: U 
et = Hi Hr’ His, a 


Durch Logarithmieren finden wir hieraus: 
ylga=ı®"lg|A, +xPlg|H,|+-- +2, lg A, | ) 


HE 
(R=1, 2... =). 


Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten und wegen se,_ ,=& 
muß daher: 
lpreın as nn. lo &I-3 
2 





18) (I) (1-3 I-5 1-5 
A =) 3 MP lRER er, 
2 
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sein. Die linke Seite der Gleichung ist sicher von Null verschieden; also 
muß es auch die rechte sein, was nur eintrifft, wenn die Determinante 
des neuen Systems unabhängiger Einheiten von Null verschieden ist: 


>) 











Damit haben wir die auf Seite 174 in Aussicht gestellte Notwendigkeit 
dieser Bedingung für jedes System von unabhängigen Einheiten bewiesen. 
13. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung 




















dafür, daß H,,H,,... H,_ ein System unabhängiger Ein- 
u27 
heiten ist, lautet: 
lg|H, | OB I, [Aus 
2 
lg|Hı| lg|Br| a 
2 
40: 
15 1-5 1-5 
1. 
2 
1 
Dabei ist zu beachten, daß wegen 2lg| H|=1g (Hs? H) =1gE die 


I—3 


jetzige Determinante in die frühere durch Multiplikation mit 2 ? über- 


geht. Um hierin Bestimmtheit zu erreichen, setzen wir E, = H;, wenn 
11 


HA, reell ist, und EZ, =H, s?H, wenn H, komplex ist, und sagen, die Deter- 
minante 


N EN a a Zt Dr a 1 


I—5 I—5 
lg A r VE .1g BT 


sei dem System H,, H,... H,_; zugeordnet. 


2 
Es gibt wenigstens ein System von unabhängigen Einheiten, für die 
die zugeordnete Determinante einen absolut kleinsten, von 0 verschiedenen 
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Wert besitzt. Diese Einheiten heißen Grundeinheiten, und ihre zuge- 
ordnete Determinante der Regulator AR, der immer als der positive Wert 
der Determinante 4 aufgefaßt wird. 
53. Definition.e Ein System von unabhängigen Einheiten 
H,,H,,H,,...H,,, für das die zugeordnete Determinante 4 


2 
den absolut kleinsten möglichen, von Null verschiedenen 
Wert in K besitzt, heißt ein System von Grundeinheiten; 
der absolut genommene Betrag der Determinante Z heißt 
der Regulator R von K. 

14. Satz. Die Grundeinheiten dürfen stets als reelle Ein- 
heiten gewählt werden. 

Ist H eine komplexe Einheit, so haben alle konjugierten Einheiten: 





1 1 =! 
s:H ‚ s? H' (—2) s? H-2 
H, = H D) HA, —— pf yore. H, — HU-2 


die Eigenschaft, daß ihr Betrag Eins ist. Nach Satz 10 ist daher 


1 
H,=+{'; s’ H=+IH. 


Man kann v als gerade Zahl wählen; denn für ungerades v ist v +! gerade 
und &? = £®t!, Die Einheit 


E=Ü®H 

erfülit dann die Bedingung: 

N RD el ee 

s2 E=( 2s?H=-+-(C2H=-+E. 

1 

Hier kann nur das obere Zeichen gelten. Denn sonst wäre E—s ? E=2E 
zu % teilerfremd gegen Satz 25, KapitelV. E ist daher reell, und M kann 
durch E ersetzt werden, da beide den gleichen absoluten Betrag haben. 


VI. Hauptsatz: Jede Einheit e in K ist durch ein System 
von Grundeinheiten darstellbar: 
Ms 
e= +i2EaEn.. EB», 
2 


Wo 9, %1, %2, +». -3 ganze rationale Zahlen sind. 
TE 
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Wir wählen nach dem Vorigen das System der Grundeinheiten reell 
und positiv; dann gilt jedenfalls eine Beziehung: 


für jede Einheit e von X; also: 


ylklel=,eE&, +n,l£E, +.» +_3 lg E\_:. 
2 2 
Wir bezeichnen mit x, den absolut kleinsten Rest von x, (mod. y): 





‚ I—3 
%. = 4 Yy, N a 
wo also O<|x| < L und setzen dann 
us 
E ei ea Drag JRR, Elson EM. 


Durch Logarithmieren folgt wegen der Definition der x und y: 


yiglEl=ylelel—y(ulgdi + +uslgE 


2 2 
—=ulsE, +2;l1gE, + +0 ,1gE_,; 


2 ER 
Dieses Resultat benutzt man zur Berechnung der Determinante: 


aa BES are 








2 
as ler, lg Es, NIgEr 5 
y-22 2 
RER EEE RER DE AUS HL ER DAS ER | 
1-5 1-5 ar) 
| 18 | 2 ale). | 
n2% 
aılgE, + x21g E, + ...,18E,, lg Eı-3 | 
2 
susE +mlh  +..Iich, lg Ei_s 
DB: 2 |=+z]R 
5 I-5 DaB N 
ElgE(?) 4 aölg rl 4.012: a 
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Links steht, abgesehen vom Faktor y, die dem System E, E,, E,, ... Ei_3 


2 
zugeordnete Determinante. Wenn x; #0 ist, so ist dieselbe von Null 
verschieden, da die rechte Seite der Gleichung von Null verschieden 
ist. Die dem System E, E,,... E,_s zugeordnete Determinante ist 


ß 2 
darum, da nach Definition x], absolut genommen, kleiner, höchstens 


gleich 5 ist, kleiner als der Regulator R. Dies ist gegen die An- 


nahme, daß A der kleinste von Null verschiedene Wert einer zu einem 
System unabhängiger Einheiten gehörigen Determinante ist. Also muß 
x] gleich Null sein. Dieselbe Tatsache beweist man für jedes x2; somit 
ergeben die obigen Gleichungen: 


I—3 
% = Yyv an 


Setzen wir dies ein, so wird: 


A 
A N I en 
Tr 
d. h. & ist die y. Wurzel der rechten Seite, oder das Produkt aus 
yI—3 


2 
und einer y. Einheitswurzel. Letztere muß ebenfalls dem Körper K ange- 
hören, kann also nur gleich + £? sein; somit wird: 
Aare 
e= +(TEN ... E 5: i 
2 
womit der Satz bewiesen ist. 

Die Tatsache, daß man als System von Grundeinheiten ein System 
reeller Einheiten wählen darf, läßt folgendes interessante Resultat er- 
kennen: 

15. Satz. Jede Einheit von K ist Produkt aus einer Ein- 
heitswurzel + £? und einer reellen Einheit. 

Ist H,, H,... H,_s ein anderes System von Grundeinheiten, so 

2 
ist die zugeordnete Determinante nach Definition für beide gleich dem 


Regulator R. Da außerdem beide Systeme nach den Ausführungen von 
Seite 184 u. ff. gegenseitig zusammenhängen, etwa in der Form: 


RE) a 09 
HB, + Senn (k=1,2,...2) 
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so ergibt sich wieder wie auf Seite 184 mit Hilfe des Multiplikationssatzes 
der Determinanten die Beziehung: 


%ı T2 2-3 
’ „ | 2 72 2-3 | 
x x X—3 2 
Er STR. ARE FRE NEE = TREE 
> EN a ve A ara R oder 2) (=) (=) =+1; 
1-3 13 1-3 a. 2° x, ? 
=) Na) En „ae 1 “2 > | 


umgekehrt folgt, daß, wenn diese Determinante den Wert + 1 hat, das 
System H,, H,, ... H,_; ebenfalls ein System von Grundeinheiten sein 


2 
muß; denn der Regulator hat für dasselbe den Wert R. | 
Damit ist die Theorie der Einheiten in K erledigt. Praktisch ist das 
Ziel jedoch nicht erreicht. Wir kennen wohl ein System von unabhängigen 
Einheiten, aber die Grundeinheiten selbst sind noch nicht gefunden. Die 
Lösung dieser Aufgabe ist in der Regel schwierig und mühsam. Es bedarf 
dazu tiefergehender Untersuchungen. In einfachen Fällen, d. h. wenn / 
nicht groß ist, gelingt es allerdings zuweilen, durch ein rasches, dem 
einzelnen Fall angepaßtes Verfahren, wie wir an Beispielen erkennen 
werden, die Grundeinheiten aufzustellen. 


Beispiele: 


a) Der Fall 1 =3 ist bereits auf S. 178 erledigt worden. 
db) l=5. Die Einheit 2, =1—£?—£? ist eine unabhängige Ein- 
heit, aber keine Grundeinheit; denn es wird: 


& = (&? + 0°). 
Dagegen ist 
e=(l?+l° 

eine Grundeinheit. Denn es ist: 

e+E = +++ Ge se=- HOCH) =—1. 
Also genügt & der quadratischen Gleichung: 

+2 —1=0,und & aa 

Man erkennt sofort, daß e = + E" für E eine Gleichung 2n-ten Grades 


ergibt, deren Wurzeln nur im Fallen = 1 im Körper der 5. Einheitswurzel 
liegen. 
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c)i=7. Auch jetzt sind &, und &, keine Grundeinkaiten; denn: 


5 =1—- (+) 2’ +) = Mi HC H L), 
,=2— (?+P) ++) = AM+L + A). 


‚Dagegen sind 
E=1+{+ S 
E; —=i+ x + CS 


'Grundeinheiten. Siehe hierzu Kummer: Memoire sur la theorie des 
nombres complexes composes de racines de l’unit& et de nombres entiers 
(Liouville’s Journ. de math. t. XVI., Paris, Bachelier 1851, S. 472), und 
Kronecker: ‚De unitatibus complexis“ (Werke, Bard I, Leipzig, 
Teubner 189, S. 9). 

Historische Notiz: Die Erkenntnis über die Art, wie Einheiten 
in Körpern auftreten, verdanken wir Dirichlets grundlegender Arbeit: 
„Zur Theorie der komplexen Einheiten‘ (Werke, Band I, Berlin 1839, 
Seite 641) aus dem Jahre 1846. Für den Fall des Körpers der I. Einheits- 
'wurzel ist die Theorie in der schon zitierten Kroneckerschen Dissertation 
im Jahre 1845 durchgeführt worden. 


VII. Kapitel. 


Die Berechnung der Klassenzahl. 


$ 1. Die Z-Funktion. 


Es bedeute & eine reelle Veränderliche. Wir betrachten die Reihe 
1 1 3 1 
a os een, 
in der a und /! positive Zahlen sind, und (a + ul)’= 10?Ls(tw) der reelle 
positive Wert dieser Funktion bedeutet. 


1. Satz. &,, (x) konvergiert gleichmäßig in jedem Inter- 
vall (8) von x, das der Bedingung 


i 
er (2) Fr a? er 


erg 
genügt. 
Wir beweisen zunächst, daß [,, (x) für alle x größer als 1 konver- 
giert, und betrachten hierzu in der (£%4) Ebene die Kurve 


en es 


Die Fläche / zwischen der Kurve und der t-Achse vont =abst=a- ul 
wird durch das Integral 


du meld 
-/ Ban iz 


a a 








a DR 
|  a—1 I  (a+ Hi 


gegeben; in der Grenze u = oo ist 


1 1 


ee a 
so daß für / die Ungleichung gilt: 
Ve & ! 1) 


z—1l at 
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Andrerseits markieren wir die Punkte t=a,a-+l, a+2l...a+ul 
und errichten über den dazwischen liegenden Strecken die Rechtecke 


1 1 : v 
ea )10 a Urdiaten 
(a + De’ (a FA (atul)e 

nehmen ständig ab, also auch die zugehörigen Rechtecksinhalte: 
PERLE EN L . 
(a +12’ (a +21)’ """ (a+ul) 


Die Rechtecke liegen alle zwischen der Kurve und der t-Achse. Ihre 
Summe ist daher kleiner als /: 


mit den ÖOrdinaten 


I l l AT REN 
0 ae ee a oo. 
Sara ara arme 0 geemeı 
4 


(a+tule "I "a "Ia—Na- ar 


In der Grenze u = w besteht, da die Reihe nur positive Glieder hat, die 
entsprechende Ungleichung: 


1 1 1 
lo) Se 


womit die Konvergenz für alle x größer als 1 bewiesen ist. 
Ist x eine Zahl zwischen «@ und f, wo 


a en ek 


so konvergiert L,, (2) in (@, 8). Ferner existiert eine Zahl @ zwischen 1 und 
@; deshalb muß: 


1 1 
0) = ——__ nn = Bel 
ulm a lan 
somit auch 
Wenn der 


wodurch die gleichmäßige Konvergenz dargetan ist. Wir heben den wich- 
tigen Spezialfall a=1, l=4 besonders hervor: 
2. Satz. Die Reihe 


1 
eutgtgt 


konvergiert gleichmäßig für alle x des Intervalles (e,), für 
das 


ee 
3. Satz. Für alle x größer als 1 gilt die Darstellung: 


u: 
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wo f(x) fürim © =1 endlich bleibt. 
In dem Integral der ['-Funktion 


Ix) = ar: dv 
0 
substituieren wir v = (a + ul)i, wo aund u die vorige Bedeutung haben. 
Dann ist, da a + ul größer als Null ist: 


T'‘(x) =f” et (gt ul? Ir (a- ul)d=l(a+ uf” A EN 
’ i 


0 
oder: 
aa e te + wi —1 
(a + ul)e = ul)? af’ Am 
1 1 4 1—e-(rn+1)& 
Tee BET Ver Mr eo Nee TEE —E  — LEN EEE 
En (a-+1)® 2 7 arknl)e Ef ein 1—e-U 
0 


In der Grenze n = x erhält man die Be 


z—1 
Ce) = ol lee en ; & 


Wir schreiben das Integral folgendermaßen: 


ei i e) N 
ER "nf 1 -° m ol dt + rauf € Re: di. 
0 


Diese Umformung darf man deshalb vornehmen, weil jedes der einzelnen 
Integrale rechts existiert. Weiter ergibt die Substitution ! =: 


erg N 11 et ı—2 1—r 
ie me -)® sn ei N ce 
I ee) en - 12 e—T l-@—1) 
m) Baar. 
0 


Die Theorie der Funktion Ir) kann in jedem elementaren Lehrbuch der 


Fueter, Zahlentheorie. 13 
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Integralrechnung nachgelesen werden und wird hier als bekannt voraus- 
gesetzt. Im besonderen gilt die Funktionalgleichung: 


1 Ba ea DE ea DI BE En DE 
somit ergibt obige Pormel: 


Ba 2 a e-?\ (I! 1). -1 I-e—1) 
a uf -7) dt TI: 


0 


Die rechts auftretende Funktion entwickelt man nach dem Taylorschen 
Satze: 


ed 1 Er ale le), 





1! 
Umake: a g s 
en =1+ Kg ir) —T()) + a1, P), 
wo lim f(x) und lim f,(a, T) endlich sind. Setzt man diese Entwicklungen 


ı=1 z=1 
in der Formel für &,,(&) ein, so findet man: 


a 
ee) ur ee 
Ca ei ut 
oe er, 
=a,i\ ) 1—e-—r T 
0 
@ 


+) NR NR, 7) )de 
0 





1—e-t 
4 le I 
KERZE De en ON EURE 


Das erste Integral hat den Wert ;‚ das zweite ist fürimx = 1 





endlich. Also muß: 


1 EESLERAN, 
ü . + (@—1) fa) 


Ca,ı (%) Size 7%) 
und f(x) bleibt nach dem Bisherigen für imx=1 endlich. 
| Auch jetzt wollen wir den Spezialfall a=1, l=1 besonders formu- 
lieren: 
4. Satz. Für jedes x Re als 1 gilt die Darstellung: 


1 1 
a nu) 


Cr — 


wo C die Mascheronische Konstante 
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beraale (rn | u: 


ist, und f(x) für imx=1 endlich bleibt. 


$ 2. Die verallgemeinerte £-Funktion. 
Statt der bisherigen Funktion (x) wollen wir in Körper K die Reihe 


Ex d<& yo 
einführen, wo die Summe über die N aller voneinander verschiedenen 
Ideale R von K zu erstrecken ist. Die durch diese Reihe gegebene Funktion 
wird die verallgemeinerte [-Funktion genannt. Ist n eine natürliche 
Zahl, so soll n f(n)-mal Norm eines Ideals von Ä sein. Die Definitions- 
gleichung, der Z,-Funktion läßt sich dann auch so schreiben: 


I _$ f (n). 
<K (8) Br 
Die Konvergenzbedingungen der {x -Funktion sind dieselben wie die- 
jenigen von L(z). 
5. Satz. S,(x) ist in jedem Intervall (a, #) von x, für das 


a 


ist, eine gleichmäßig konvergente Reihe. 
Zum Beweise bedienen wir uns der Reihe 


deren gleichmäßige Konvergenz bereits feststeht, und berechnen & (z)'. 


Auch diese Reihe konvergiert gleichmäßig und nimmt, wie leicht er- 
sichtlich, die Gestalt an: 


A 
JomE ren EEE 








- ar S 


Dabei bedeutet g(n) die Anzahl der Darstellungen von n als Produkt von 
1 — 1 ganzen rationalen positiven Faktoren, wenn der Faktor 1 auch zuge- 
lassen ist, und wenn Darstellungen mit gleichen Faktoren, aber anderer 
Reihenfolge derselben als verschieden gelten. Wie schon hervorgehoben, 
konvergiert & (x)! gleichmäßig in («, #). Kann deshalb die Ungleichung 


0<f{n)<g(n) 
13* 
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für jedes n nachgewiesen werden, so folgt aus der gleichmäßigen Konver- 
genz von L(x)! in (%, ) auch die von £z(z) in (a, $). Um diesen 
Beweis zu erbringen, bedenken wir, daß 


(Inn) = (nı)F(n); g (nınz) = (n,)g (n,), 


falls n, und n, teilerfremd sind. Die erste Gleichung folgt ohne 
weiteres aus 


die zweite daraus, daß durch jede Darstellung von n, und n, als Produkt 
von [—1 Faktoren: 


N = Mm,Mg. .. MmM_ı); Na —0, Qa DOT Iı—_15 
die Darstellung 
nn, = (mgı) (m3g3) . . - (mi Gı—) 
der Reihenfolge nach eindeutig bestimmt wird. Ist umgekehrt 
NN = N, N; ... N, 


so bedeute m; den größten gemeinsamen Teiler von N, und n,, 9, den- 
jenigen von N, und n,. Da n, und n, teilerfremd sind, muß 


N =m % 


sein. Es entsprechen daher der Darstellung von n,n, die der Reihenfolge 
nach bestimmten Darstellungen 


N, = M Mg... M_1, Na = 4192. --Q-ı 


eindeutig. Die beiden obigen Gleichungen berechtigen dazu, die Ungleichung 
bloß für jede Primzahlpotenz p* zu beweisen: 


ÖLEN DE ES DE: 


Nun ist aber g(p”) die Anzahl der Darstellungen p =p*+*+""+”7_1,d.h. 
die Anzahl der Lösungen von 


4 75 pe er 


in Zahlen 0, 1,2, ...u. Ist andrerseits pl die Norm eines Ideales ®, 
d.h. nach dem 16. Satz des V. Kapitels 
p=1 (mod. !), 


so ist (p) = Ps®...s?72 PB und ebenso (p) = +Bs(FR)...s!7?(sEP). 
(p") ist die Norm von jedem Ideal 
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Pr (Pr... (7? Pc 
für ds 9 +2, +" +%_ı =u ist. Es gibt darum ebenso viele 
Ideale, deren Norm p* ist, als es Lösungen der Gleichung 

Htmtr ta mu 
in Zahlen 0, 1, 2,... u gibt. Also ist: 


IP) =g (P*). 


Für p = list (l) nur durch das Primideal £ teilbar; daher f(Y) =1 <g (l®). 
Ist dagegen p #1 (mod. !) und #1, so ist (p) nicht durch 1— 4 Prim- 
ideale teilbar, die Anzahl f (p“) daher kleiner wie eben und 


pr) <g (pP). 
Somit ist allgemein: 
In)<Sgin), 


und der Satz bewiesen. 

Eine Hauptaufgabe dieser ersten Paragraphen wird es sein, das Ver- 
halten der Funktion {x (x) für Werte x, die nahe über 1 liegen, zu bestim- 
men. {x (x) ist bisher als Grenzwert einer Summe definiert. Letzterer ist 
aber nicht in endlicher Form ausgerechnet. Um dies für Werte von x nahe 
bei 1 angenähert zu erreichen, stellen wir (x (x) in anderer Form dar. Diese 
Umgestaltung wird am leichtesten verstanden, wenn wir sie zuerst bei 
der Funktion {{x) entsprechend durchführen, was um so eher geschehen 
kann, als sie später benutzt werden muß. Wenn wir jede Zahl n durch 
ihre Primzahlpotenzen 


nzsDile: ae Pyh 


ausgedrückt denken, so erkennen wir, daß jede Zahl n einmal und nur ein- 
mal in dem Produkt der Summen 


VS ran an Ir p+ptpmt: 
I+B+mtpmt+t 


auftritt. Somit wird 


1 
ia) = (+ tt oo 
2 





- 4, n-.- + ah 


wenn sich das Produkt über alle der Größe nach angeordneten Primzahlen 
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p = 2, 3, 5, ... erstreckt. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz ist der 
Wert des Produktes rechts gleich der Summe von {(x). Nun ist aber: 
a ROSEN. 
p” 
also läßt sich das Produkt auch so schreiben: 
a1 
Ca) = N ——— 
ED EIG Eis ar 
p” 


und dasselbe konvergiert gleichmäßig für alle x, die der Ungleichung 
genügen: 


ge 0 
Genau ebenso wird wegen 
NR) = N Kr) NR;) 
auch die Funktion {x(x) dargestellt werden können: 


4 
Sl) = II 
TI 





ER (> 1), 
N ($)? 
wo das Produkt über alle Primideale ® von K zu erstrecken ist. Auch 


dieses Produkt konvergiert in dem angegebenen Intervall gleichmäßig. 
Es sei p#1 die Primzahl, deren Primidealteiler ® ist, und 


NM=Pp; 


/ ist dann der kleinste Exponent, für den 


p=1 (mod. |) 
ist; außerdem muß 


BER B.. iR, = 


sein, und ®, s®,... "1 ® sind alle voneinander verschieden. Wir greifen 
in dem Produkt von (x die e Faktoren 
4 1! ) 1 
Fran ee SrEainee 


1 
In IM 1 -Ne-ip) 


$ 3. Die (l—1). Einheitswurzel. 199 


heraus. Unter denselben sind alle Faktoren enthalten, die den Ideal- 
teilern von p entsprechen. Nun ist 


NW =NP) =. =NeT'M=p, 
und das obige Teilprodukt nimmt die Gestalt an: 
1 1 1 1 e 
ANETTE. TTETRT ER ET VOR HER Be) Wa 


Ist dagegen p =I, so geht in (l) nur das eine Primideal 2 = (1 — {$) auf 
(siehe Seite 163 im V. Kapitel). Das Produkt &z(x) enthält den Faktor: 


1 HA 
A 





4 1% 4 
N er 


Wir setzen, damit der Fall p = I nicht besonders hervorgehoben zu werden 
braucht, für die Primzahl !:e =1, f=4. Dadurch ist erreicht, daß die 
Funktion {,(xz) ganz allgemein durch die Formel 


gegeben ist, wo das Produkt über alle Primzahlen p zu erstrecken ist. 


$ 3. Die (Z—1). Einheitswurzel. 
Wir führen die Hiliszahlen 


Ini Ari 2(—2) ni 
en 2 1 I—2 es 
& ——ıPp N & ae ER E == Ne 





in den Bereich unserer Betrachtungen ein. Schon im VI. Kapitel haben 
wir etwas Ähnliches tun müssen; mit 7 wurde dort das Quadrat der jetzigen 
Zahl & bezeichnet. Die &* sind sämtlich voneinander verschieden und die 
Wurzeln der Gleichung 

oA—1 


ET N ee 


Es ıst daher: 


I—2 
BI A ES ren mA 2nen. Lo 2, 
u=0 


13* 


200 VII. Kapitel. Die Berechnung der Klassenzahl. 


I—1 | 
e sei ein Teiler von!—1i und /= Szene darf auch die Zahl 1 sein, soll 


dagegen kleiner als 2—1 bleiben. Die (—1) Größen 
& 5 Sa &tVe 


sind alle voneinander verschieden, genügen der Bedingung 


ed, u=-l2..1-1, 
_ und sind die Wurzeln der Gleichung 
I 
en -ı1+ 074... +r+41=0. 


Ist n zu 1—A teilerfremd, so werden auch 


Enie ei a gl) ne 


voneinander verschieden und Wurzeln derselben Gleichung sein. Sie 
stimmen also, abgesehen von ihrer Reihenfolge, mit den Zahlen &%, 


u=41,... f—1, überein. Somit ist: 
N! 1 
> gneu N Q, >} Ene(ur fh) anlan 0, 
u=0 u=V0 
ER: i—1 : 
für jede Zahl A. Setzt man h =0,1,... RR 1 und addiert alle Glei- 
chungen, so folgt 
Be 
> gneu ein. 0; 


dae=#1-—1 und irgend ein Teiler von !—1 ist, und n jede zu > —1 teiler- 
fremde Zahl bedeutet, so kann ne = m überhaupt jede Zahl sein, die nicht 
durch 1—1 teilbar ist. 

6. Satz. Für jede nicht durch 1—1A teilbare Zahl m gilt 
die Beziehung: 


Die Größen 
Be... De 


sind, wie wir eben gesehen haben, sämtlich voneinander verschieden und 
in jedem Fall, auch wenne=1—41, f=1 ist, die Wurzeln der Gleichung: 


—1—_0. 
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Nach den Grundsätzen der Algebra ist daher identisch: 


—1=(&—1) (@— 8) (a —#*)... (a — &0de) 


1 
für jeden Wert von x. Setzt man x =, und multipliziert beide Seiten 


mit y/, so folgt ebenso 
el I 


für jeden Wert von y. Ist n zu 1--1 teilerfremd, so. schreibt sich diese 
Gleichung auch so: 


1 y=l-y)UoyEr)—yBme)... (1 —yErdm), 


Wir setzen y-n, wo p*#[1, und geben e und f die früheren Werte bezüg- 


lich p, also auch die Wertee=1—1,f =1, die nicht mehr ausgeschlossen 
seien; dann folgt: | 


1 1 ‚ 1 et 1 
ee ER SAGEN ER EHER NN ur Ar wel ya _—_ Ekne__ 
ee) 
(n teilerfremd zu 1—1). Wegen fe =1—A, &Ü=D —4 ist | 

E(k+/) en. __ Eken E(k+2/)en Ar Ehen 


2 


somit wird: 


2/—1 
De, 
=f p 


autetel So Lo a ‚ea niet te eriernte, 6 dio 


1 12 
ll (1-8= 2); 
pP’? 8=-e-ıy p 


dies sind zusammen mit obiger Formel e Darstellungen, die alle denselben 
Wert ergeben. Multiplizieren wir die e Gleichungen miteinander, so folgt: 


e 1-2 
(ae) 
p k=0 p 


wo die Zahl n für jedes p ganz beliebig, nur zu 2—1 teilerfremd be- 
stimrat werden kann. 
Diesen Ausdruck berücksichtigen wir in der letzten Formel von [z (&)' 
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4 e 4 1—2 
%()=IM FT! ae ii n(1— we 
(p) Na ae 0 p*” 





JE 


Wegen der gleichmäßigen Konvergenz darf man die Reihenfolge der Fak- 
toren beliebig verändern. Nehmen wir wieder denjenigen Faktor, der der 
Primzahl ! entspricht, vor das Produkt, so läßt sich letzteres auch so 
schreiben: 

1 i-2 


IE, IN gone 
Fee er k=0 Pt) —_ Ne 


Damit ist das unendliche Produkt in Z>—1 unendliche Teilprodukte 


1 | 1 
a 
ah (+) En 
a 1 — Eine — 
1a p 
zerlegt worden, und es kann die zu 2 — 1 teilerfremde Zahl n für jedes p 
besonders bestimmt werden. Von den 2—1 Produkten greifen wir das 


4 
erste heraus, indem wir dasselbe mit dem Faktor (! — 7) vereinigen. 
Nach der auf Seite 198 angegebenen Formel wird 
1 1 
ei. 
1 — —— @) 4 — —— 
[® p® 


Damit finden wir für a x die Darstellung: 
12 


1 
(ze) = Ko) = HT» 


k=1 (r+1) 1 — gner 
p* 


wo das innere Produkt über alle von ! verschiedenen Primzahlen p zu er- 
strecken ist, n eine beliebige zu (— 1) teilerfremde ganze Zahl und e die 
bekannte der Primzahl p zugeordnete Zahl ist. 


$ 4. Die Berechnung von [x (x). 


Jedes der unendlichen Produkte Z,, k + 0, kann mit Hilfe der Ent- 
wicklung des 1. Paragraphen berechnet werden. Dazu müssen wir es 
wieder in eine unendliche Summe verwandeln, also den Prozeß, den wir 
im letzten Kapitel vorgenommen haben, umgekehrt durchlaufen. Es 
ist für jede von 7 verschiedene Primzahl p: 
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4 Ekne &2kne &3kne 
ne ha 
oa güne + p*? DD: 

BD 





pe Sur, 


diese unendliche Reihe konvergiert in jedem Intervall (a, $), für das 
Ya = Bist, gleichmäßige. Wegen &rr!’= Ert=)—4 darf man 
schreiben: | 








1 1 Si 
1B6r | na 


kne 1 1 1 
+ ir ee) 





(—1)kne 1 4 4 
es ma Air p@1—1)z ; per—ı)« Era% ) 
n 


Man erkennt, daß die erste Klammer die Summe aller Potenze 


p = ent- 
hält, für die 


eh. rar 


ist; die zweite alle diejenigen, für die p= p, die letzte alle diejenigen, 
für die p= pf! wird. Ist r eine Primitivzahl (mod. l), so gibt es einen 
kleinsten Exponenten m, für den 


p=r"” (mod.!). 





ı—1 
Wegen e = und p/=1 (mod. |) ist e der größte gemeinsame Teiler von 


m und 1—1 (siehe hierzu die Entwicklungen Seite 148 des V. Kapitels). 
Die Zahl — ist zu 2 —1 teilerfremd und kann daher = rn gesetzt werden. 


Außerdem wollen wir den kleinsten positiven Rest der Zahl r* (mod. /) 
wieder mit r, abkürzen, so daß die Kongruenzen gelten: 


k 


r ==, pet 


zn n=n N" =erm=p (mod. |). 


Die vorige Entwicklung nimmt jetzt folgende Form an: 
u 1 1 
ie 4 Se Nr w. 
1— mil | eu par u Dart or ) 
1 1 1 
k 
rn (= Tore 7 S@7+ De u ) 


1 1 
a (tet); 
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die Zahl &*r?*(h=0,A, ... f—1) ist jetzt mit einer Summe der Gestalt 


1 
en): 


multipliziert, wo die u bestimmte Zahlen durchlaufen dürfen und r,„= 
Tan in lmods DRıt 
Bilden wir das Produkt über alle von / verschiedenen Primzahlen p, 
so wird: 
1 < k £2k yı (2) k 
L.=IH - T = 23, +2, +5 S,+'.+3 23 
(?!) 1—Emk Pal 
Dr 
und ich behaupte, daß: 


& 1 
Sn a (r„ + ul) ° 


Zum Beweise stellen wir für irgend ein u die Zahl (r, + ul) durch ihre 
Primfaktoren dar: 


A 


Vs ZN Te 
Wir setzen ferner 
Ppı= TA, pa=rT"s,...p, 1.0 (mod.l), 
somit muß 
Yyz=rıı tym +23 949, (mod, L), 
h=eym-+Ym+:':+y,m, (mod. (—1)) 


sein. Nun ist in den Teilprodukten das Glied mit &#”nYn multi- 


n 


pliziert, somit das Produkt 
1 


NE mit Er imıyı ++ mg 49) — £Rh 
Van y 
(Pu Per. D,°) 


Die Größe tritt wirklich in der Summe 2, auf. Man sieht 


EL 
(ra + ul)® N 
außerdem, daß die Größe gez 


drerseits alle Zahlen, die zu Z teilerfremd und =r, ({mod.!) sind, in 
der Form r, + ul enthalten sind, so muß, wie behauptet 
1 


1-2 5 
Te ELuS ERRISue  l 2 
' we u=o (fa + ul)? 


nur einmal auftreten darf; da an- 
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sein. Hier setzen wir für die innere Summe die Formel des 3. Satzes dieses 
Kapitels ein, indem wir für a die Zahl r, nehmen: 


j£ By Ekh 1 su n I ) 
EM + te De) 


a): 


Die Funktionen f(x) und f(x) haben dieselbe Eigenschaft, wie früher, 
d. h. es sind Funktionen von &, die an der Grenze z<=1 endlich 
bleiben. Nach dem 6. Satz ist für jedes nicht durch 1 — 1 teilbare k: 


1i—2 
5 ghkh _ 0; 


h=0 


daraus folgt, da k zwischen Null und /— 1 liegt: 


a eben | a da. 


Diese Formel läßt das wichtige Resultat erkennen, daß alle Größen L, 
für k=1,2,...1—2 einem endlichen Grenzwert zustreben, falls x sich 
von rechts der Grenze 1 nähert: 


le 
lim = 26 hk 2,...1—2). 


IR | 


Andrerseits ist nach Seite 202 und Satz 4: 


1 
Do=6()= 7 





Berücksichtigen wir diese Berechnungen, so erhalten wir für [x(x) den 
Ausdruck, der uns das Wachstum der Funktion für Werte von x nahe über 


1 angibt: 
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FR 
4 en N r(2*) % 
a a LE Zr —- — + fee), 


ker R0 r (7) 


wo lim /(x) endlich ist. Zugleich erkennt ınan die Richtigkeit der Grenz- 


el 





‚gleichung: 
‚[ 7% 
e rn (7) 
lim (z—A1) ck (2) = 22:77 EuR eyan 
7=1 | 172 #=13=0 r (7) 
l 
$ 5. Vereinfachung und Umformung. 
le T'(x '(«) 
Es ist bekannt,. daß die Funktion Y (x) = Are 22) — en, für 


dx 1% 
rationales x durch Logarithmen und Kreisfunktionen berechnet Ei. 
kann. Siehe hierzu etwa das Lehrbuch Serret-Scheffers (J. A. Serret: 
Lehrbuch der Diff.- und Integralrechnung, nach A. Harnacks Übersetzung 
6. und 7. Auflage bearb. von G. Scheffers, II. Band, Leipzig, Teubner 
1921). Wenn die Funktion y(x) als tabellarisch unbekannt vorausgesetzt 
wird, so bietet diese Ausrechnung in der Formel für öx (x) große Vorzüge !). 

Man führe in 
Th ir 
rn I" (7) en a en 
W (2)- — — ld 
l RE ae Li 


le) 
die Substitution e’=y’ aus. Dann wird 


2 Ing y! dy 
ee 
f) 


lg 





LTE. \ 
Wir zerlegen die Funktion en in Partialbrüche; 1—-y? besitzt die 


Zerlegung: 
1—-y)=U-y)AU—ly...(d— Hy) 
hy ey ey) 





!) Eine Tabelle von b(x) für alle Hundertstel von O bis 1 gibt Gauß (Werke, 
Band 3, Göttingen 1876, S. 161). 
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(für jede zu teilerfremde Zahl u) und hat lauter voneinander verschiedene 
Nullstellen. Man kann deshalb setzen: 


Lyra! Bi An 

Ay nme I Luny 
und findet nach einer bekannten Vorschrift die Zahlen a, auf folgende 
Weise: 





—ly azun 


u, nn — Ad) un 


aan 
y-[ ur 
Somit ıst 


1.‘ “| .yı dy i—1 < —(r„—D)un 
(7 ) u (1 - 2.) Y au ER —funy dy. 


Das erste Integral rechts ist eine nur von ! abhängige Konstante C,. Die 
Integrale der Summe kann man einzeln berechnen. Es sei lg z derjenige 
Wert der logarithmischen Funktion, deren Imaginärteil zwischen — rrı 
und ri liegt. Dann ist 


!y i—1 


wo u eine beliebige zu / teilerfremde Zahl ist. Wir bestimmen dieselbe 
jetzt so, daß 


De or lmod. |) 
wird, wobei r_, nach der Festsetzung auf Seite 203 zu berechnen ist. 
Es wird 
nu=—rr_,=—1 (mod. |), 
und 


ls} 
(7) 


Setzen wir diesen Wert in L, ein, so wird: 


u (+) = 0-2, Elson), M=0,12,.. 102). 


1-2 i—1 
lim I: = 8 Se = 5 Br > g lg (1— Tr), 


=] h=0 n=1 


a ol 


1-2 
oder wegen I &#* —(: 
h=0 
4 i—1 1-2 
lim L = — 72 5 E Ehren Jo 1—L-m—n). 


2=] n=1 h=0 
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Statt über die Zahlen n =1, 2,...1--1 kann über die Zahlen r,, rn = 
0,1,2,...2—2, summiert werden; denn letztere Zahlen stimmen mit den 
ursprünglichen, abgesehen von der Reihenfolge, überein. Der Grenzwert 
nimmt dann die Form an: 

im . = — sn >> "pie em lg 1— rn); 

=1 I n=0 h=0 
hiebei wurde die Kongruenz 7, r_,=1r„_„ (mod. !) verwandt. Setzt man 
statt n— h den Buchstaben — Ah, so muß Ah durch n + ersetzt werden. 
Die Summe kann wiederum über die Zahlen Ah=0,1,...1—2 er- 
streckt werden, weil die Zahlen A und n, als Indizes, nur mod. ((—1) 
zu nehmen sind (siehe Seite 57 des Il. Kapitels): 

I— 


lim = 3 3 Eutn gr lg (1-2) 


z=1 n=0 h=0 


1 r-2 12 
-— | 2 88] | 3 9 a2 |. 
l n=0 h=0 

Jetzt sind wir so weit, daß wir den auf Seite 183 nicht zu Ende ge- 
führten Beweis wieder aufnehmen können. Unser damaliges n ist jetzt 


&2, und die beiden damaligen Gleichungen können so geschrieben werden: 


1-2 Ew 12 2 v m 
Ze el.z ne (5 Pe? =0, 
=0 


h=0 


0 i—1 
NE 9 
also muß: 


ler I Bd): ae nl: (20 +#1—41— 20) 
—1 
sein. DR 9, und Le, on SERRIE nach Seite 205 die Gestalt: 


L_1_% ame (X For 1) Fı(®), LI Tr (X IE 1) fa( (X), (20 ll 2v), 


wo fı(x) und /,(x) in der Grenze x = 1 einem bestirnmten endlichen Werte 
zustreben. Nun ist nach Seite 202: 


1 


&r(&) = ——— Lo. Lı: Le... Lin = (2 — 1) fe —1) C(2)] Yıla)fale) - 


oder, da: 
lim («—41){(&) =1, limZ, = endlicher Zahl, 
1 


z=1 
ist, wird: 
la or (EV: 


=l 
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Andrerseits ist nach Definition: 


1 
Lu (a) = Er 
DET, 
Die Normen sind positive ganze rationale Zahlen, und da das Ideal 
D die Norm 1 hat, muß sicherlich: 
lim Cx (@) > 1 
=] 
werden. Dies widerspricht dem obigen Resultate. Die Annahme, daß 
die beiden Gleichungen existieren, ist somit zu verwerfen, und damit 
ist A=#+0 und Satz 12 des VI. Kapitels vollständig bewiesen, ohne daß 
wır von den Resultaten des $ 4 jenes Kapitels irgendwelchen Gebrauch 
gemacht hätten. Die Existenz der Grundeinheiten ist somit ebenfalls 
bewiesen. 
Wir fahren jetzt in der Berechnung von {x (x) fort. Das in £z (x) 

auftretende Produkt erhält folgende Gestalt: 

Be A caer > a 

lim IILı: = al N &kn en (3 Ehk lg a-2)|. 

z=1k=1 UT Ix=1n=0 k=-1\ A=0 
Wir bezeichnen die beiden Produkte recht mit II, und II, und be- 
rechnen zuerst das erstere: 


I—2 
k=1 
wo 
I--2 
S—=R3 E kn En 
n=0 


gesetzt ist. Wir multiplizieren die beiden Faktoren 2, und 2,_,_, mit- 
einander aus: 

a 

SD Se Sen) Erat'm. 

n=0 m=0 
Führt man statt n— m den Summationsbuchstaben n ein, so ist wie 
früher: 

2,2 Fan 
H-Nuı—=3 N Ekn em) = 3 &tn I Eimt+m), 


n=0 m=0 N m=0 


Nun gelten die beiden Formeln: 


12 
SZ Erml+m — —1, wenn 1 +r„#0 (mod.!) oder n + ; 
Mm=0 
ae I—1 
S Crml+nm) —- J—1, wenn 1 +r,=0 (mod.!) oder n : 
m=0 


14 


Fueter, Zahlentheorie. 
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somit wird: 
12 et | 

Se s=— I ER + 1ED = (—1El, (k—A, u...1— 2). 
0 


| I—1 
Wählt man speziell k =, 80 folgt hieraus: 


I—1 1 
(2-1)? = Fi Sn (Van yT. 


2 


Das erste Produkt II, erhält somit den Wert: 
1-3 
i-2 See ı TR Lens! \arz 
,=N12=(y—1)’ yrnii=+ (v1) * 1%, 
kl k=1 





womit die zu berechnende Größe in folgender vereinfachter Form erscheint 


1-2 Ba 2 
lim re) il 


a=1 k=1 hear 





Das übrigbleibende Produkt 


I—2 I—2 
= | 3 ac] 
=() 


k=1 h= 


zerlegen wir seinerseits in zwei Faktoren, deren erster ®, das über alle 
ungerade Zahlen k =41, 3, ...1—2 erstreckte Produkt 


I-2 
- m | ses an|, 
=) 


k=1,3,...12 h 
deren zweiter ®, das über alle geraden Zahlen k=2, 4, ...1—3 er- 
streckte Produkt | 
Ba 
[San] 
24,2... h=0 


ist. Das ganze Produkt drückt sich dann durch 


II, = ®, ®, 

aus. 
a) a ungeradera to | 2 rdannzıst. 
I—1 


i—1 
a A 


Ein 
a), F\ er 
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Setzt man in der Summe von ®, an Stelle von A die Buchstaben — Ah oder 
—1 
—h — pn und summiert wieder über A=0, 1, ....1—2, so erhält 


man beidemal denselben Wert; 3; darf deshalb als arithmetisches Mittel 
der beiden Summen genommen werden: 


ne) 
For I—1 —r —_ 
=, (1 Rn cn PA u ')): 


h=0 
i—1 


a ER iR h+ 
Nach Definition ist, da "ai der kleinste positive Rest der Zahlr ? 
85 


ist: 
a 7 : = —rft=1—r, (mod. |) 
Die vorige ee läßt sich jetzt so schreiben: 


I—2 
— = — 5 Re: EEE — LM) —Ig(1— Er )). (k=1,3,...1—2) 


Nun ist: 


1— (Ar=y1 Ar : 














1a =1 ey a? re vr 


2ni 
die beiden Brüche sind reell, und der Winkel von 1 — £”"? wegen{ =e! 


gleich 


a _ nn 
2 Du 
derjenige von 41 — £’* gleich 
TE er AT AE 
REDET 
Beide Winkel liegen zwischen — z und Z Die Differenz der Logarith- 


men nimmt gemäß ihrer Definition, da 1 — £’”* und 1—{"% konjugiert 
imaginär sind, den einfachen Wert an: 


14* 
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er ırı en 
lg 1 —£ TEE le 
was oben eingesetzt den Wert | 


10 Vene Ir a zei 
TON Im Alu n) aytsa- VA yon 
KU { l h 


ergibt, da wiederum nach Früherem 
1-2 
Ne) 
A=0m 


gültig sein muß. Damit ist die Berechnung des ersten Faktors durch- 
geführt: 


I—1 I—1 
} an 2 (v1) 2 ıi—2 
Kit: 3, .. .Ii—2 Den k=1,3,...1—2 h=0 


b) kgerade, k=23,4...1—-3;k=2%. 
Man setzt, wie im VI. Kapitel auf S. 180 ff., 


2ri 
I—ı 


n=&=e n RAR == (1—£’%) (1—£=1n) 
Dann wird, wie im Falle a}: 
1-8 
KEN 12 1 
®, = ITI[— 2,], w— 3, = — I?" la —h ) 
v1 no 
12 iR N SE 
1 fr ne] 
 h=0 
2 Br 


1 2 
LEN EN Pa lg (i—C7"%) (1—£"%) ZEN ENNE Ta lg A, 
2 n=0 2 n=0 2 


ist. Nun hat A, für A und A + — denselben Wert, da es eine reelle 
Größe ist, ebenso »"*. Es folgt: 

8 

u ® 
—3,=-— 27®lgi, 

h=0 


all PER, mark 1-3 Lass} mem. 
9-1 2)-) [3 ni |. RE | In" | 
0 


v=1 -ıh= 
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Das Produkt kann auch so geschrieben werden: 


\erzs. ER) plz ee 

2 2 2 2 Man 

Tr. | S 70) 1Ig | -=+M | I Po) Ip) | 
h=1 v1 1 hN? 


vi v=1-h= -h= 
und ist die auf Seite 182 berechnete Determinante + 4, so daß schließ- 
lich der Faktor ®, den Wert erhält: 





PP, =+4. 
Damit sind ®, und ®, gefunden, und es wird: Y 
Yiade Inland 
NETTER) I-2 
Ih=8,9,= wen A DENE II [3 FR | Ad, wo 
ve k=1,3,...1-2 Lr=0 
a SIR 
_ 
Ion lose, lg BEN, 
J= 5% 
ge, ,ige_, ge, 
2 WrT3 n N “ 
| Ver | 
I—2 2 Seile) | 
lim II Ir = R u rat B 3 32] | | 
z=1 k=1 ] k=1,3,...1--2 Lh=0 | 


Setzt man diesen Wert in der Formel auf Seite 206 ein und schreibt statt 
h den Buchstaben n, so folgen die grundlegenden Werte: 








1 
Az yon 1-2 u 
eos m |3 ze |. +7); 
er 21 RR Er 
= | 
an, 12 
lim («—1) £x(&) = & SBrN GI B In | 7 | 
2=1 l k=1,8,...1-2 In=0 
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Die ersten Paragraphen enthielten Hilfsbetrachtungen. Wir kom- 
men jetzt zu ihrem Zusammenhang mit der Klassenzahl. Das Bindeglied 


u 
zwischen beiden wird durch den Quotienten 7 gegeben, wo 7 die Anzahl 


aller Ideale bedeutet, deren Norm höchstens =t ist. Dieser Quotient 
besitzt einen Grenzwert für {= %, und diesen Grenzwert können wir 
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auf zwei verschiedene Weisen berechnen; das erstemal mit Hilfe der &z- 

Funktion, das zweitemal mit Hilfe der Klassenzahl. Die Gleichsetzung 

beider Werte ergibt die Klassenzahl, die wir von jetzt an mit A} bezeichnen 

werden. 

| Die Funktion 7(t), die für jeden ganzzahligen Wert der reellen 
Variabeln i unstetig ist, hängt aufs engste mit der früheren Funktion f(n), 

die auf Seite 195 definiert wurde, zusammen. Es ist: 


| To) =D +) + + ED, 
wenn [£] die größte ganze Zahl < t bedeutet. Für jedes natürliche z = k 
ist daher 


IK) II ZI) = f(k) 


Wir nehmen x größer als 1 an und berechnen das Integral 
I,„= /" Tu di, 


wo rn irgend eine natürliche Zahl größer als 1 bedeutet. Dann ist 


IE- LH. + RE + frei dt. 


n—l 


T(t) ist in jedem Intervall von k bis k + 1 konstant und gleich dem An- 
fangswert T(k): 


Da el a a TR a af un ehune ı In fr di 


1 n—1 


-— [707 >) ala u Be =) 
n—1) une 
- 


I 


1 1 
= | PO + 9) TU) gr + TB) — TO) 
! 1 | 1 
+ T(n—1) — a y T (n——1) | 
Nach Obigem ist T(k) — T(k—-1) =(k); also: 


Kan BR N 1 T(n) 


N x m: 


7 


EN) N 
Wir nehmen an, daß der Quotient - für t = © einen endlichen Grenz- 


wert Q besitzt: 


$ 6. Die Klassenzahl. 215 


ol) 


dann ergibt die vorige Formel für jedes x größer als 1: 


N 
Nn=@ T 
oder 
le il Tu) di. (x> 1) 


Wir substituieren im Integral rechts { =! und zerlegen es: 
1 1 Fr 1 
= ER) -/ Jet, dr= / +f Bird .dr, 
0 0 1 


wo .n so groß gewählt wird, daß für alle2ö> n oder *< 4 


Q0—sd<r Tıarrmt)<Q+I 
für jedes beliebig klein vorgegebene positive d. Somit ist auch: 


(1a 3 Im 
0-9" a< "Terra <(Qt+H/ "rar, 
0 0 . | 


(24) 
oder 
ı 
1 n 1 | 
ea (N na: 
0 
(% >) 
und 


- Hen/' 1-1) 1 dr < (a1) Tale) < 


ee a1) f Ta) AT dr. («>4) 
1 


n 
Diese Ungleichung gilt für jedes x größer als 4, und da alle Ausdrücke 
sich auch in der Grenze x =1 einem bestimmten Grenzwerte nähern, 


so wird: 0-6 < 4m (aA) (le) <Q +6 
=] 
für beliebig kleines d, d.h. 7) 
lim (& — 1)&x (2) =Q = lim —. 
a] 


I=& t 
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7. Satz. Ist T die Anzahl der Ideale, deren Norm höch- 


AN SU N 
stens gleich t ist, und existiert der Grenzwert lim-—, so ist 
t=o 


ne =lim (£ —1)Lg(e). 
z=l 


t=o@ 

Damit ist der Grenzwert, falls er existiert, auf die erste Art berechnet, 
und wir gehen zur zweiten Berechnungsart über. Wir wählen ein ganz belie- 
biges Ideal N von K, das durch seine Basis gegeben ist: 

A (vı, Vo...» Vi). 

Wir werden von jetzt an, um die Bezeichnungsweise etwas zu verein- 
fachen, die Konjugierten der Zahlen @« von Ämita’=sa, a’ =s?o,... 
a2 = s—2.@ bezeichnen. Dann folgt aus dem Multiplikationstheorem 
der Determinanten nach Satz 18 im V. Kapitel, Seite 153: 























EN le HA RR rag EG eG 
RN NER. an nn 1 a) ne en 
Tal ee 
Jede Zahl v des Ideals W stellt sich in der Form 
v=+71 v N a 
dar. Jedes System von ganzen Zahlen x,, X, . . . 2; _ı bestimmt eindeutig 


die Zahlen », v’,...»* und umgekehrt; der eben berechnete Ausdruck 
ist die Funktionaldeterminante der v®) in bezug auf die x. Wir berechnen 
die natürlichen Logarithmen der Zahl » und ihrer Konjugierten und setzen 


1 DM 
em =z Un + V—1 9, n — 0,1 1 2 


wo über die Zahlen v„ die Bedingung vorausgesetzt wird: 





I—3 
0>w,> —2n, wmn=(, In 
I—1 
0<m<27, wnınn=--...1—2. 
Es ist dann: 
——+n 


Führt man an Stelle der I—A Zahlen », v’,... v2 die Z—1 Zaklen 


Ug U U, Hd m dm ---d,_s ein, so sind dieselben umkehrbar ein- 


2 2 2 


$ 6. Die Klassenzahl. 217 


deutig aus den ersteren zu berechnen; es ist: 








1 ) 
——+n 1 vn) 
u = IgoW) Ge vun eg, 
n 2y—ı + 
Daraus folgt: 
DIN 
am at Ge) 
6) U, 6) U, | yin) 2 (m R 2, 
| 2 -y iv)» 2) 


el Vi 

om) 0o „ E Be 

Do yon) eine) 

n+ Fre n + —— 

und die Funktionaldeterminante der v in bezug auf die angegebenen u und 


v erhält den Wert; A 


v)’ND. 


Wir wählen ein System von reellen Grundeinheiten E,, E,,... E,_;- 
ner 


Der zugehörige Regulator werde mit R bezeichnet. Auch jetzt vereinfachen 
wir die Bezeichnungsweise, indem wir für 1g E(”? kurz I,(E,) schreiben. Die 


= Gleichungen 
w=h(E) a+th(E)a + th Ei s)2 3, 282 15 


2 2 2 
u =h(E) ath(E)a +. + LER) Ze 2 lien, 
TER EE 534 


ans a n.B eo LyeleLeLe,e.e 600 ALat le er ol La nr erunre ae ale wer nie rarieire, Bm... ea wre ae, 


UN Een l_3 (E,) 21 ar Is (E,) 29 he dr 2 bs (Be) 213 -j- 2 lg 2, 1» 
reden en FE Fe u 


(Zr) 
ER 


a . 
bestimmen 7 neue Größen 21, 23, ... 2,_, eindeutig. Denn die Deter- 
ner 
minante des Systems ist ein Vielfaches des Regulators R: 


I, (E,) lo (E,), SACHE Io (E,_;) 2 


I, (E}) I, (E,), es I, (E9,) _9 (R NR Er j NR) 
N a DEREN BE RR u Ay REN), 





BEE) Ir (Es), cin, (Er) 2 
> ze 


2 2 2 
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Die u und z sind deshalb gegenseitig auseinander zu berechnen. Aus der 
Definition der u folgt: 


De er 2, lo No; 
BR 


' andrerseits wird durch Summation aller Gleichungen des Systemes wegen 
1-3 


ER 
Z1.(E„)=0 (siehe Seite 173): 
k=0 


I—1 
„tut +u,,=2 ole2_, =(l—i)lgz,_, 
2. EZ „2, 
Also hat 2,_, den einfachen Wert 
ae 
2.4, N 


2 


wobei die Wurzel rechts positiv und reell zu nehmen ist. Zudem ändert 
sich 2,_, nicht, wenn wir v mit einer beliebigen Einheit multiplizieren. 


9; 
Führen wir an Stelle der z die z als neue Größen ein, so ist die Funktional- 
determinante der u in bezug auf die z gleich 


Die Zahlen v® lassen sich aus den ((—1) Zahlen 2,, 2, - : - 43-1 tu 

Bo Wal 
... . U _2 eindeutig berechnen, und umgekehrt. Wir können v von vornherein 
so mit einer bestimmten Einheit 


—u, _—U E 
1 E, I—3 
2 


E 2 
multipliziert denken, daß für die zugehörigen z: 

I—3 
. „ j} 


wird. Denn z,_, bleibt hierbei ungeändert; man hat außerdem für w; 


Re PA 


2 
die größte ganze Zahl < dem ursprünglichen 2, zu wählen. Denn dann wird 
in den neuen u an Stelle von z, die Größe (2,—w,) auftreten. Durch diese 
Multiplikation ändert sich das Hauptideal (v) nicht. Wir können somit 
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zusammenfassend sagen: In jedem Hauptideal (%), das durch 
ein beliebiges Ideal % teilbar ist, gibt es eine das Ideal 
bestimmende Zahl v, für die die zugehörigen Zahlen z und 
v die Bedingungen erfüllen: 


Es fragt sich, ob es mehr als eine solche Zahl v in einem durch % teilbaren 
Hauptideal (v) gibt? Wäre z.B. (v) = (?), und genügten die zu » ge- 


hörenden Werte z und ® den obigen Bedingungen, so wäre _” sicher- 
v 
lich eine Einheit: 


Wins 


2 
— a AL 


2 


IS 


der als z-Größen die Differenzen 2,—2,=w, zugeordnet wären. Da aber 
me ist, So muß 


u=-w='=uw,-0 


2 


sein. Daraus erkennen wir: Es gibt 2/ und nur 21 Zahlen 
en, 

die ein einziges, durch N teilbares Hauptideal (») festlegen, 

und für die die zugehörigen Größen z, und v; den Bedin- 

gungen genügen: 


a: FH 
0<4 <,k=1,%... I; 2 ,=N@WH; 





Es sei nun T(R) die Anzahl derjenigen durch R teilbaren, verschie- 
denen Hauptideale, deren Norm höchstens gleich ? ist. Dann gibt es 
genau 21T (N) Zahlsysteme &,, %2. -+%_), denen Zahlen v in R% entspre- 
chen, die den drei Bedingungen genügen: 


1 1 
DEN iz = LIU Aue 
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De 
a lu en aan ne 


REN 
DA) Sr au Kon a... 12. 
1 
ST 


Wir setzen (= ı TV) 7=t ' wo r die reelle Wurzel bedeutet, 


= ve Nlund 
e= Ver mn + tt + mahnt nt + har. 
Jede Zahl a genügt der Bedingung: 


N(ae) = ı! N(v) = un =. 


In bezug auf & bilden wir wie früher die zugehörigen Größen u, v und 2. 
Wir bezeichnen sie mit großen Buchstaben U, V, Z, während die kleinen 
die zu v gehörigen Werte bleiben. Da 7 reell ist, wird 


Ze Da Zoe EN az 


dagegen ist jetzt: 





Die reellenVariabeln &, unterwerfen wir den Bedingungen: Sie dürfen 
nur diejenigen Zahlen durchlaufen, für die 


BER 
027,1, = loder = N@)z1. 0 ae 


p 





—1 
ZEV, <2nk in, ...1—2. 
Deutet man die Größen &, als Koordinaten in einem (l— 1)-dimen- 
sionalen Raum, so wird durch die Bedingungen, denen wir die &, unter- 
worfen haben, ein ganz im endlichen liegender geschlossener Raum abge- 
grenzt. Denn die Größen Z, = 2, 2, = 2, ... Z, 3 = 2}_g Zı_ı bleiben 


2 2 2 

alle stets unter einer endlichen Grenze, und aus den Gleichungen Seite 213 

folgt, daß dann auch U,,U,, ... U,_,, also auch Ig | ar) | unter einer end- 
Bau 

lichen Grenze bleiben muß. Somit wird auch | «| eine endliche Grenze 

nicht überschreiten dürfen, wenn man noch berücksichtigt, daß auch die 
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Winkel V, innerhalb endlicher Grenzen bleiben. Da die Determinante der 
Zahlen »” von Null verschieden ist, folgt aus der Tatsache, daß die Zahlen 
|a(®) | unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, dasselbe auch für die &; 
selbst. Über diesen endlichen Raum erstrecken wir das Integral 


Zn ae ...de, 
((—1) mal v 

das einen endlichen Wert besitzen muß. Um dasselbe zu berechnen, teilen 
wir den Raum in lauter Würfel der Kantenlänge z ein. Der Inhalt eines 
Würfels ist 71, ] ist 7”!-mal der Anzahl der ım Raum ganz oder teil- 
weise enthaltenen Würfel in der Grenze r=0. Denken wir uns auf den 
E-Achsen alle Gitterpunkte x, abgetragen, x, ganz und rational, so 
werden nur diejenigen Punkte in das Innere des angegebenen Raumes 
fallen, für die die zugehörigen 2 und v die früheren drei Bedingungen er- 
füllen, also 21 T(R) Punkte, und es treten 21 T(R) Würfel in dem Körper 
auf, Somit ist: 


Dim au = Alllım an) 


T=0 i=o 
und 
en 
i=o t 34 


Das Integral / berechnen wir, indem wir an Stelle der Variabeln $, suk- 
zessive die Variabeln @{® ; dann U, und V,; dann Z, und V, einführen. 
Nach dem Früheren ist sie lerne dl &, in bezug auf 
die «® gleich 
1 
Lo; 


N 


diejenige der a” in bezug auf die U, und V;: 
i—1 al 


a le zn A Ae 





und diejenige von U, in bezug auf die Z,: 


W-A)R 
ZEN 


rt 





Die gesamte Funktionaldeterminante ® der £,; in bezug auf die Z,, V, 
ist das Produkt aller eben berechneten Teildeterminanten: 
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BES za (!—1)R 
$P=r Beer ER (V Eat ZU 
NL? PER 
Nimmt man den absoluten Betrag, so wird: 
| Ä ST RRE N 
0 zer, 
Noll, 5 


und das Integral geht über in das neue Integral: 


I = /f.. ‚fı1az, az,. ln dVi. ae 
ln an 12 
eh 3 /- u I fi zz, dZ,. dndVn.. di 


Nyı? ® 
1-1 
BRATEN 
ae ven 
NM)L2 
Setzt man den so gefundenen Wert in der obigen Grenzwertiormel ein, so 
erhält man: 
i—1 
ERERDaN 
1—2 ' 


IN RLE 


Damit ist der schwierigste Teil erledigt, und die Berechnung des Quo- 
tienten auf die zweite Weise ergibt sich sehr rasch. 
Es sei N irgendeine Klasse, die zum Exponenten A, gehöre: 


Nhm—=E 


hm 


t=o 





Wir wählen ein beliebiges Ideal %, in der Klasse NY1; N sei dagegen 
ein Ideal der Klasse N. Dann ist 


NY =) 


stets ein Hauptideal, das durch Sf, teilbar sein muß. Denn das Produkt 
NN, gehört der Klasse N N%—1 — N = Ean. Wir können also jedem 
Ideal I ein durch X, teilbares Hauptideal (v») zuordnen. Umgekehrt ent- 
spricht jedem durch W, seilbaren Hauptideal (v) ein und nur ein Ideal N 
von N, nämlich: 
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und jedem Ideal (v), dessen Norm höchstens gleich t, ist, entspricht ein 


ER | 
won st Ist TR) die Anzahl allen 
durch %, teilbaren Hauptideale, deren Norm höchstens gleich t, ist, so ist 


T(%,) zugleich die Anzahl aller Ideale der Klasse N, deren Norm höch- 





Ideal, dessen Norm höchstens gleich 








| tn. lt, 
stens gleich NR) ist. Setzt mant = Nah) so muß nach dem Obigen 
Pa 
= L=0 a 91: [2 


werden. Die Funktion T(R,), als Funktion von t, hängt nur von der Klasse 
N von Rab. Wir dürfen somit T(R,) durch T(MN) ersetzen. Die Zahl g ist 
eine für den Körper K charakteristische Konstante. Sie hängt weder von 
dem ursprünglich gewählten Ideal N, noch von der Klasse N ab. Ist T die 
Anzahl aller Ideale, deren Normen höchstens gleich t sind, so muß 


Iy-=2 1), 
wo die Summe über alle Klassen N von K zu erstrecken ist. Daraus folgt: 
in syn 
i=o t=n 


VII. Hauptsatz: Ist 7 die Anzahl der Ideale von K, deren 
Norm höchstens gleich i ist, und A die Klassenzahl von X, so ist 


hg = lim = lim inf. (@ — DIx(&). 
=» z=1 


Dieser Satz ergibt sich ohne weiteres aus den beiden Berechnungen des 
Grenzwertes von a denn die eben durchgeführte Überlegung hat dessen 


Existenz dargetan; die Voraussetzung von Satz 7 ist somit erfüllt. Setzen 
wir auf der rechten Seite der Gleichung den aufSeite 213 gefundenen Wert 
ein, so folgt schließlich: 


BJ 





eu /T i—2 
neVi ı | Ser. = -A 
i—2!r 


Tas k=1,3,.:. u 1=0 





also für die Klassenzahl A: 


1 1—2 
71 > y® nk 
= Ss 
8 1u1,3,... 1-2.n=0 


2): 


Dieselbe ist damit vollständig berechnet, falls wir den Wert des Regulators 


A 


A 7 
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R als bekannt voraussetzen. Über letzteren Punkt haben wir uns schon 
zu Ende des VI. Kapitels ausgesprochen. Die Klassenzahl Ah ist durch 
diese Berechnung als Produkt von zwei Zahlen dargestellt, von denen, 
wie gezeigt werden kann, jede eine natürliche Zahl ist. 


Beispiele: 
a)2=3. Im Körper der 3. Einheitswurzel gibt es keine Grund- 
einheit (siehe Seite 178); somit ist: 


nei 


und wegen &=e 


r=2 ist die einfachste Primitivzahl; dann ist „=1;r, =2 und 
kl 2: 


8. Satz. Die Klassenzahl im Körper der 3. Einheitswurzel 
ist 1. 

Jedes Ideal des Körpers ist deshalb Hauptideal; wir wollen dies an 
den Primidealen erproben: 


2) = (2), el 
8,1—I)=(Üy3), (19 ER N 

De, (23) (03), 
(7 a = (6—2), (29) — (29) 

(11) = (11), ae 
N (31,5+69)=(6+68). 


Nach Satz 29, Kapitel V, zerfällt jede Primzahl p der Form 3x +41 in 
zwei Primideale, die nach dem jetzigen Resultat Hauptideale sein müssen: 


(pP) = (n)(sr); pt (made 
Also muß 
p=+nst 
sein, und wegen p> 0 kann nur das obere Zeichen gelten: 
p= nsn. 
It a=u-+vß, so folgt: 


p=(u+vV)y(u+vQP)=W— uv+% 
kp = U: +3V, w U=-Wu—n, V =v ist. 


EN (2u — v)? — 3” 
ae 
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9. Satz. Das Vierfache jeder Primzahl p der Form 3x2 +1 

läßt sich in der Form 
U? + 53V? 
durch natürliche Zahlen U, V darstellen. 

Die Zahl = kann mit +&2 (g=1, 2) multipliziert werden, ohne 
daß sich die Norm der Zahl ändert. Also ergeben sich drei wesentlich ver- 
schiedene Darstellungen von Ap. Darstellungen, für die U und V nur im 
Vorzeichen abweichen, sollen nicht als verschieden gelten. Es ist 


—Iir=— ul+vd)=+rV+w—u)f, 
— Onr=— (ul? +v) =w—ov)+ul. 
Daher lauten die beiden anderen Darstellungen: 


u+o’+3Ww—v) 
4 


p= 


’ 





u und v können nicht beide gerade sein, da sonst p==(0 (mod. 4) wäre. 
Sind beide ungerade, so sind von den 3 Werten von U, resp. Vnur u+v 
resp. u—v gerade. Die 2. Darstellung ergibt dann: 
p=U”+3V”, 
da Zähler und Nenner durch 4 gekürzt werden können. Ist z ungerade, 
v gerade, so sind von den 3 Werten von U, resp. V nur die erste 2u — v 
resp. v gerade, alle übrigen ungerade. Die 1. Darstellung ergibt: 
p=U”+3V” 
und entsprechend, wenn u gerade, v ungerade ist, die 3. Darstellung; 


daraus der Satz: 
10. Satz. Jede Primzahl p der Form 32 +1 ist in einer und 


nur einer Weise durch 














U? + 3V2 
darstellbar, wenn U, V zwei positive ganze Zahlen sind: 
Beispiele: 
DE Ne 

ee 2 

7 .42 2 .22 
> a "er 

ig are en ar 3.1, 

2 42 2 ,E2 

a le ne 2 El a 


Fueter, Zahlentheorie. 15 
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db) l=5. r=2 ist Primitivzahl und 


a a N rt 
Ferner wird &=e* =yY—1=i. Der 1. Faktor der Klassenzahl A 
- erhält somit den Wert: 
f # 


a url 


und ist wirklich eine ganze Zahl. A hängt nur noch von den Einheiten ab: 


n A+2i 44243) 142° +42 431) 








1-5 ‚wI=., =g;1—-2?—2%) =1g( + 2°). 


Dae={[?+ 0 selbst Grundeinheit ist, so wird A=Rundh=1. 

11. Satz. Die Klassenzahl des Körpers der 5. Einheits- 
wurzel ist 1. 

Auch hier schließen sich, wie im Beispiel a), Fragen über die Darstel- 
lung der Primzahlen der Form 5x + 1 und 5x +4 (siehe Seite 166) an. 
Allein dieselben können ohne genaue Kenntnis des algebraischen Auf- 
baus des Körpers nicht vollständig erledigt werden. Letzteren werden 
wir erst im VIII. Kapitel kennenlernen. 

Historische Notiz: Die Berechnung der Klassenzahl hat sich 
historisch aus der Berechnung der Klassen entwickelt, in die die binären 
quadratischen Formen eingeteilt werden können. Beide Fragen sind nur 
scheinbar verschieden. Gauß hat die Formel für die Klassenzahl inäquiva- 
lenter binärer quadratischer Formen ziemlich weitgehend besessen (Werke, 
Band II, Göttingen [1876] S.269ff.); er hat jedoch nichts darüber ver- 
öffentlicht. So verdanken wir Dirichlet den entscheidenden Schritt, den 
er 1839 in seiner Arbeit: ‚Recherches sur diverses applications de l’analyse 
infinitesimale ä la theorie des nombres‘“ (Werke, Band I, Berlin, Reimer 
[1889] S. 413) getan hat. Die Kummersche Arbeit: „Bestimmung der 
Anzahl nicht äquivalenter Klassen für die aus 4" Wurzeln der Einheit 
gebildeten komplexen Zahlen und die idealen Faktoren derselben‘ (Crelle’s 
Journ. f. Math., Band 40, Berlin [1850] S. 93) bildet, wie der Verf. selbst 
sagt, eine Übertragung der Dirichletschen Methode auf den Fall des Kör- 
pers der /!. Einheitswurzel. Dort wird die in diesem Kapitel gefundene 
Formel zuerst hergeleitet. Für allgemeine Körper hat Dedekind im 
X. Supplement seiner 2. Auflage der Vorlesungen Dirichlets die Be- 
rechnung auf S. 480 ff. durchgeführt. 


VIII. Kapitel. 
Die Reziprozitätsgesetze. 


8$ 1. Problemstellung. 


Wir haben bis jetzt stets die Primzahl / festgehalten und das Ver- 
halten aller Primzahlen p in bezug auf / untersucht. Dazu diente uns in 
hervorragender Weise die /. Einheitswurzel. Speziell die Zerlegungsgesetze 
zeigten uns, wie die Klasse, der p = (p) angehört, maßgebend ist für 
die Zerfällung von p im Körper K. Der ganze Nutzen dieses Zusammen- 
hanges wird aber erst klar werden, wenn wir umgekehrt dem I verschiedene 
Werte geben. Greifen wir 2 solche Werte /, und /, heraus, wo l, und ], 
ungerade und etwa /, kleiner als I, ist, so wird I, = (l,) in bezug auf |, in 
einer bestimmten Klasse liegen, d. h. zu einem Exponenten f, gehören: 
BEN), 


2 


und ebenso wird I, in einer bestimmten Klasse (mod.l,) liegen: 





2 ri 
oder: Das Primideal I, wird im Körper X (e " )der /t®® Einheitswurzel in 
2nÜ 
u | En 
“ r Primideale zerfallen, und umgekehrt zerfällt I, in K(e®) in 
2 R 
l,— 





Primideale. Die Fragestellung, die zu den Reziprozitätsgesetzen 
’ | 
Anlaß gibt, lautet nun so: | 


Kann man aus f, auf die Größe von f, und umgekehrt 
schließen ? 


2 ni 
Ist durch die Zerlegung von I, in K(e”*) die Zerlegung 
2ri 


von I, in K(e*) bestimmt und umgekehrt? 
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Eine der wunderbarsten Tatsachen der Zahientheorie ist, daß dies 
tatsächlich der Fall ist, und die Gesetze, die die Bestimmung von f, und fa 
auseinander erlauben, heißen die Reziprozitätsgesetze. Diese bieten nicht 
nur theoretisch das größte Interesse, sondern sie dienen auch praktisch bei 
großen Zahlen /, als Modul dazu, die Bestimmung der /, bei kleineren 
' Zahlen als Moduln durchzuführen und erleichtern die Rechnung be- 
deutend. | 

Daß eine gewisse Reziprozität stattfinden muß, kann man aus dein 
 Zerlegungsgesetz des V. Kapitels ersehen. Die Art, wie eine Primzahl 
in K (Ö) zerfällt, bildet die tiefste Ursache der Reziprozität, und alle 
Beweise fußen im letzten Grunde auf dieser Zerlegung. Denn die Be- 
dingung: 


k= (1)(l) oder %=1 (mod. 1) 
. ı . nn “ „u—1 See x 
sagt nichts anderes aus, alsdaß I, in Ä(e ' ) in -———— Primideale zerfällt. 
9% 
Letzteres bedingt nach Satz 22, Kapitel V, daß die Kongruenz 


a Ga | 


n == () (mod. |,) 





Ya) 
„A 
in --— Faktoren (mod. 1,) zerfällt. Man sieht, daß aus der Kongruenz 


kenab! I,) die Zerfällung der Kongruenz (mod. I,) folgt und umgekehrt. 
Die Beziehung ist allerdings unsymmetrisch. Sie kann aber in Spezial- 
fällen symmetrisch gestaltet werden, wie der Verlauf des Kapitels zeigen 
wird. 

Das gestellte Problem kann nicht allgemein gelöst werden; es 
soll nur in vereinfachter Fassung in Angriff genommen werden. Wir 
wissen nach früherem (siehe Satz 29 des II. Kapitels, Seite 53), daß f, 
ein Teiler von /,—-1, und ebenso f, ein Teiler von /,— 1 sein muß. Ist I 
irgendeine Primzahl, die auch 2 sein kann, so wird sie nur in f, oder fa 
auftreten, wenn / Teiler von , — 1 und /,— 1. ist. Nehmen wir also l als 
gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen ,— 1 und ,—A an (l=2 wird 
stets ein solcher Teiler sein), so werden wir die spezielle Fragestellung, 
die ein Teil der allgemeinen ausmacht, so stellen können: 

Fragestellung: Wenn 


u—1 


l, == (1) (), 





ist dann auch 
w—1. I,—1 


1° =) (lo), oder ist L ° SE (1) (,) und umgekehrt? 
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Wenn wir ! durch jede in , —1 und /,—1 zugleich enthaltene Po- 
tenz /* von ! ersetzen würden, so würde auch die Beantwortung der all- 
gemeinen Fragestellung bekannt sein; denn dann könnte bestimmt werden, 
in welcher Potenz lin /, enthalten sein muß, wenn die Potenz von Zin fı 
als bekannt vorausgesetzt wird. Die Entscheidung über die vorige spezielle 
Fragestellung heißt das Reziprozitätsgesetz der |. Potenzreste. 
Seine Herleitung im Falle ! = 2 und 3 ist der Hauptzweck dieses Kapitels. 
Die Beantwortung der allgemeinen Fragestellung heißt das Reziprozi- 
tätsgesetz der l“. Potenzreste. Dasselbe ist bis heute nicht allgemein 
erledigt. | 

Historische Notiz: Das erste Reziprozitätsgesetz, das gefunden 
wurde, ist das quadratische. Euler hat es auf empirischem Wege ermittelt, 
1772 der Petersburger Akademie vorgelegt und in seinen Opuscula analytica 
t. 7 (Petrop. 1783) auf S. 82 fi. veröffentlicht (Opera omnia, Serie 1, 
Band 3 [1916], Abhandlung 552). Legendre hat dasselbe aufgegriflen; 
sein Beweis in dem „Essai sur la theorie des nombres“ (Paris, an VI. 
p- 186) ist aber lückenhaft. Erst Gauß brachte in den Disquisitiones arith- 
meticae die ersten Beweise. Jacobi hat in einer Note: „Über die Kreis- 
teilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie‘“ (Monatsber. der kgl. 
preuß. Akad. der Wiss., Berlin [1837], Werke, Band 6, Berlin [1891], 
S. 261) das kubische Reziprozitätsgesetz ohne Beweis aufgestellt. Die 
erste Herleitung gab Eisenstein, der später das nach ihm benannte 
Gesetz im allgemeinen Körper der /. Einheitswurzel formulierte und bewies 
(„Beweis des allgemeinen Reziprozitätsgesetzes zwischen reellen und 
komplexen Zahlen“, Monatsber. der kgl. preuß. Akad. der Wiss., Berlin 
[1850], S.189). Kummer hat mit Hilfe des Eisensteinschen Gesetzes ein 
allgemeines Reziprozitätsgesetz im Körper der !. Einheitswurzel aufgestellt 
und für gewisse Körper bewiesen: „Über die allgemeinen Reziprozitäts- 
gesetze unter den Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine 
Primzahl ist“ (Abhandl. der kgl. Akad. der Wiss., Berlin [1859] S. 19). 
Hilbert hat die Kummerschen Sätze neu bewiesen und ihnen eine 
andere, sehr elegante Form gegeben. Er hat das quadratische Reziprozi- 
tätsgesetz in einem beliebigen Körper mit ungerader Klassenzahl auf- 
gestellt und bewiesen (‚Über die Theorie des relativquadratischen Zahl- 
körpers‘‘ Math. Annalen, Leipzig, Bd. 51 [1899], S. 1). Furtwängler 
hat den Beweis des Reziprozitätsgesetzes der . Potenzreste für beliebige 
Körper durchgeführt: „Die Reziprozitätsgesetze für Potenzreste mit Prim- 
zahlexponenten in algebraischen Zahlkörpern“ (Math. Annalen, Leipzig 
Bd. 67 [1909], 5.1; Ba. 72.119312], S. 336; Bd. 74 [1913] S: 413). ‘Von 
neueren Arbeiten sind diejenigen von H. Hasse in Crelle’s Journal 
Bd. 453 und 154 zu nennen. 
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$ 2. Untergruppe und Unterkörper, die zu Z gehören. 
Es sei !, eine ungerade, / eine beliebige Primzahl und 
,—1=0 (mod. !); 


ferner bedeute r ein Primitivideal (mod. l,); dann werden durch die Po- 
tenzen ? (ce =(0,1,...1,—2) alle 1, —1 zu I, teilerfremden Idealklassen 
- (mod. {,) in k bestimmt. Wir setzen: 


l 





ES 


und greifen aus den !, — 1 Klassen n heraus, nämlich diejenigen, die durch 
die Ideale 


En ae 
gegeben sind. Alle Ideale n;, =” dieser Klassen haben die Eigenschaft, 


daß 


Bi 


ee Lee ILL nal 
ist. Für alle anderen Klassen, die ein Ideal ı“ enthalten, wo v € 0 (mod.!) 
ist, gilt dagegen: 
(er). 2 (1) (h). 
Wir bezeichnen die n Klassen mit Z,, L,... . Z,_1, Wo 
DR, 


und L, die Klasse von r”* sein soll. 

1. Satz. Die Klassen L; bilden eine zyklische Gruppe vom 
Grade n. 

Denn es ist 


Iy=bniı 1,27, Dun en tl: 
Alle Z, drücken sich durch die Potenzen einer einzigen aus. 
2. Satz, Alle Zahlen, die der Norm eines Ideals von 


Lo Lu... Lu (mod. !,) kongruent sind, bilden einen Strahl. 
Denn: 


L; L, = LiwR — Lyyr: 


Wir nennen diesen Strahl den Strahl der /!. Potenzreste. Sein Führer 
ist das Ideal I.. 
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Die zyklische Gruppe der L, ist Untergruppe der Gruppe aller 
Idealklassen des Führers I,. Letztere Gruppe ist identisch mit der 
Gruppe der Substitutionen 


ze)", h=0,1,...,—2. 
Die Untergruppe wird durch n(t)’ als Basis gegeben, d. h. die Potenzen 
are ld nl 
ergeben alleihre Substitutionen (siehe S. 50 u. ff.). 

54. Definition. Die Gruppe z(t)®, A=0,A,...n—4A, heißt 
die zu l gehörige Untergruppe der Gruppe aller Idealklassen 
(mod. 1,). ’ 

Ist I, eine zweite ungerade Primzahl, und setzen wir 

| ai 
ee) 
voraus, so liegt [, in einer Klasse /,. 
3. Satz. Damit ein Ideal 1, in einer Klasse L, liegt, ist 


notwendig und hinreichend, daß einldealr = (z)in k existiert, 
für das 


,=r(l) oder ,=x (mod.|,) 


wird. 
Die Bedingung ist hinreichend, da dann sicherlich nach dem Fermat- 
schen Satz 


ist. Andrerseits ist 
; = ı” (h), 
wo u der Index von |, ist. Also: 


8] „hm1 
,e 2: V eE(tl)(h). 








Da r Primitivideal ist, muß u durch / teilbar sein, und x rt! genügt 
allen Anforderungen. | 
Man kann die frühere Bedingung jetzt so aussprechen: 
1 
4. Satz. Wenn l, " (1) (L), so ist die Kongruenz 





«= |, (mod. |,) 


stets lösbar. 
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Dieser Satz erklärt den Namen „I. Potenzrest“ 
v1 
55. Definition. Wenn |, " (1) (L), so heißt I, I. Potenzrest 
es 
nach dem Modul I,; ist dagegen, ' 1(h), so heißt , 1. Po- 
tenznichtrest (mod.lh,). 
Nach den Entwicklungen des III. Kapitels Seite 81 ist die Gruppe 
der 2 (r)* identisch mit der Gruppe der Substitution s = ({:{”). Auch 
diese Gruppe besitzt daher die zu ! gehörige Untergruppe n. Ordnung, 
_ deren Grundsubstitution durch 











sl 
gegeben ist. 
Wir bilden mit den ee #"(h=0,14,...n—1) die ele- 
2ri 
mentarsymmetrischen Funktionen von 5, =e“ 
a-hrtd +?4,+-.-- +1, 


ELTA ae ea St 


wre ee Bei a ar ee Fe tie nie a Br Pre ma al) Lee ver Ce NET ze De ame un RE Pe 


Wären diese Größen alle, wie z. B. die letzte: 


1 


Prrırlr... + 7a a, : 
On — 1 == &, == ur —— 1 





rationale Größen, so würde £, einer Gleichung 





In In — o, ie! =. Te re 
ir a 
vmn =. Grade genügen, was gegen die Aussage des Satzes 22 vom 


III. Kapitel Seite 88 ist. Also muß wenigstens eine Größe, z. B. 0,, eine 
algebraische Zahl sein. 
5. Satz. Die Größe q, genügt einer in k irreduzibein Glei- 
chung vom |. Grade. 
Um dies zu beweisen, betrachten wir die Funktionen 
ı—1 i—1 


N rg; S, = 2 shıor sh ed ES OEL SE ng 
h=0 hy, h.=0 


dieselben ändern sich nicht, wenn auf sie eine beliebige Substitution s* aus- 
geführt wird. Ist nämlich v=1, *=s=!t. so ist wegen ?&, ={:: 


8 0% = 10; = 07. 
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Setzt man allgemein u =g/ +-g,. wo g, der kleinste positive Rest (mod. I) 
ist, so 1st 
en = Hg = sh- A = SA; 


d. h. man darf in s“ o, für u den kleinsten Rest (mod. I) einsetzen. Die 
Größen 


stimmen also, abgesehen von der Reihenfolge, mit den Größen 
EIER u 


überein, da u, u+1, u+2,...z2-+I--1 in anderer Reihenfolge die 
kleinsten Reste 0, 1,2,...1— 1 besitzen. Die symmetrischen Funktionen 
der Größen bleiben also bei Anwendung von s“ ungeändert und sind nach 
Satz 19, Kapitel III, rationale Zahlen. 

co, genügt der Gleichung: 


A 


Da 6, nieht rational sein soll, so ist diese Gleichung nach Satz 21, Kapitel III, 
irreduzibel, weil ® (z—=(,1,2,...1—1) die Gruppe der Gleichung, und 
der Grad derselben eine Primzahl ist. Wir bezeichnen den Körper der 
l,- Einheitswurzel von jetzt an mit X ([,) und bilden aus 6; einen neuen 
Körper nach der Vorschrift der Definition 1, genau wie auf Seite 89. 

56. Definition. Sind alle Zahlen eines Körpers unter den 
Zahlen von Ä (Z,) zu finden, so heißt der erstere Unter- 
körper von ÄK ($L,). 

Der aus o, gebildete Körper ist Unterkörper von K ({,) und werde mit 
K,{l,) bezeichnet. Er heißt der zu ! gehörige Unterkörper von 
K (£,) und besitzt folgende Eigenschaften: 

6. Satz. K, (l,)ist ein zyklischer Körper vom Grade l. Seine 
Gruppe wird durch #_(k =0,1,2,... 1—1) gegeben. 8 =t ist 
die Einheitssubstitution des Körpers. 

Denn alle Zahlen o von Ä, {l,) sind rationale Funktionen von o;: 


il | u a Ep t 
0,0; + 0,0 F- +, 3%, 4% 1 
Er Ei, Er 2 ? 
eo, +5,%°+--- +5,24 +bı 
1 | u Er 
u, +50 + He +b +. 


Alle diese Zahlen sind auch in X ({,) enthalten. Oben haben wir be- 
wiesen, daß io; =; sein muß. Also kann o nur die Konjugierten 


seo, so... 2I1o 
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besitzen. Dies gilt für jede Zahl 0; ®(h=0,4,... 1—1) ist also die 
Gruppe des Körpers. Die Gruppe ist zyklisch, da die Substitutionen durch 
die Potenzen einer einzigen s gegeben sind. 

7. Satz. Der Körper K, (l,) ist eindeutig bestimmt; d.h. es 
gibt nur einen Unterkörper !. Grades in K (dı). 

Die Zahlen o jedes Unterkörpers I. Grades von K ((,) sind in K (U) 
enthalten; da sie nur 2 — 1 Konjugierte besitzen, so müssen unter den Zahlen 


ON SO STONE NSS 


— 


jean a einander Gleiche sein. Ist k die kleinste Zahl, für die die Bedin- 


gung so — ofür jedes o erfüllt ist, so ist A ein Teiler von , —1 und 





2 
© zn 
oe=-to—=-sto=-.-- —Ss 0 


Wäre außerdem s?a = 0, ohne daß g ein Vielfaches von A ist, so wäre 
der größte gemeinsame Teiler A, von g und A kleiner als Ah, und 





so = 0, 
gegen unsere Annahme. Somit sind die Zi Potenzen von s? die ein- 
zigen Substitutionen, die alle 0 ungeändert lassen, und es muß 
Ih Au 4 | 
I SL 
h 


sein. Die Einheitssubstitution für jede Zahl o ist daher !=t und 
ORSON SEO SO 


ergeben sämtliche Konjugierten von 6. 
o liegt in einem Unterkörper von K (£,), ist also eine rationale Funktion 
R (&,) von £, mit rationalen Koeffizienten; nach dem Vorigen muß: 


Re) = Rk)= = RÜTNN), 


er = (R (1) HR (1X) nase Ai) 


sein. o ist daher wegen Satz18, Kapitel III, eine rationale Funktion mit ra- 
tionalen Koeffizienten der elementarsymmetrischen Funktionen 0,,05,... 0, 
und gehört dem aus diesen Größen gebildeten Körper an. Dieser ist ein 
bestimmter Unterkörper !. Grades von K ({,); denn {, genügt im Bereiche 


der 0,,...0,„ einer Gleichung n. Grades, dagegen in k einer solchen von 
In =1, — 1. Grade. 
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Der letzte Satz ist von größter Wichtigkeit; denn er zeigt, daß es 
ganz gleichgültig ist, welche elementarsymmetrische Funktion o; von {, man 
zur weiteren Rechnung nimmt. Ja man kann auch £, durch eine beliebige 
andere Zahl von K ((,) ersetzen. Wenn nur die betreffende zu I gehörige 
symmetrische Funktion vom Grade list, so weiß man, daß sie den gesuchten 
Unterkörper erzeugt. 

Der so erhaltene Unterkörper ist für die Aufstellung des Reziprozi- 
tätsgesetzes der /. Potenzreste von grundlegender Bedeutung. Letzteres 
besteht im wesentlichen in der Formulierung des Zerlegungsgesetzes für 
die Primideale p von k in dem zu I gehörigen Unterkörper. Während wir 
im V. Kapitel die Zerlegung im ganzen Körper K ({,) untersucht haben, 
besteht die jetzige feinere Untersuchung darin, diese Gesetze auch für 
jeden Unterkörper zu bestimmen; man erkennt dadurch, wie bei dem alge- 
braischen Aufbau des ganzen Körpers die Zerlegung schrittweise vor sich 
geht. 


$3. Die Berechnung von Ks(l,) und KR; (l.). 


Wir wollen im weitaus einfachsten Falle, nämlich für ! = 2, den ÜUnter- 
körper K, (l,) berechnen; dann besteht die zu 2 gehörige Untergruppe aus 


denjenigen Substitutionen, die zu geradem Index gehören. Ihre Anzahl 


ist 2 en 





5 Man wird alle Klassen Z, dadurch charakterisieren, daß 


u—1 


Lx 5 —E 





ist, oder die Normen n der Ideale von L; genügen der Kongruenz: 


h—1 
n? =1 (mod.|,), 





was nach dem II. Kapitel auf die Auflösbarkeit der Kongruenz 
n=ı” (mod. |,) 


hinausläuft. Man nennt alle Zahlen n quadratische Reste, die übrigen 
quadratische Nichtreste. Siehe die früheren Entwicklungen im 
II. Kapitel Seite 60 ff. 

Der Strahl der quadratischen Reste besteht aus allen einem 
quadratischen Rest n (mod. !,) kongruenten Zahlen. 

Um den quadratischen Unterkörper AK, (l,) zu berechnen, wählen 
wir am besten die Zahl: 

u—ı u—1 


lc) 





aus und berechnen zunächst A". Schreibt man 
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ea N eye) 








so Ist 
h— 
= 1-1 — 2%) 1— c22%)] 
k=1 
u—1 
= (—1) ? 1 -B)U—&) 1-2) M— 97)... 1-21) (1%) 
1-1 a | 








=(—1)? NU1-0)=-N)’L; 


somit wird: 


A=-+ —A)?h, 


und da dies einen quadratischen Unterkörper von K festlegt, da 7, der 
irreduzibeln quadratischen Gleichung 


4—1 
5} 


ze Ay 





genügt, so wird ./, nach dem Eindeutigkeitssatze 7 den Körper K, (l,) 
bedingen. Auf die Bestimmung des Vorzeichens von 7, kommt es hier 
nicht an. 

8. Satz. Der quadratische Unterkörper K,(l,) von K (4) 
ist durch die Zahl | 





y 1 
A=+ (1) ° lı 


gegeben. 
Man nennt den Körper quadratisch, weil alle seine Zahlen einer 
Gleichung 2. Grades genügen. K ist reell oder imaginär, je nachdem 








Let 
UN dee 

ist. Im ersteren Falle ist gerade, also ,==1 (mod.4); im zweiten ist 

RR 

an ungerade, also /,=3 (mod. 4). Man sieht ferner, daß 





sHh—= — A, undz22, = 1, 


sein muß. Die Substitution. s bewirkt somit, daß das Zeichen der Wurzel 
in das entgegengesetzte verwandelt wird. Man kann dies auch direkt aus 
der Definition von _/, ablesen. 
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Beispiele: 


a) dh =3. Der quadratische Unterkörper ist mit dem Körper der 
3. Einheitswurzel identisch. 
b) lL=5. Da5 den Rest 1 (mod. 4) besitzt, wird 


Die 2 zugeordnete Untergruppe hät nur die beiden Substitutionen 2, 2? und ist 
' von 2. Ordnung. Die entsprechende Untergruppe der Klassen ist die Gruppe 
der beiden Klassen, die die Ideale 


(1)= (1)? und (4)= (2) ((5)) 
enthalten. Der Strahl der quadratischen Reste ist der Bereich aller Zahlen 
a, für die 
a=-+1 (mod.5) 
erfüllt ist. 
c) 1, =7. 7 läßt den Rest 3 (mod. 4); also ist: 
A=y—.: 


Wir setzen r=3, s= ({,:{%); dann wird: 


Die 2 zugeordnete Untergruppe besteht aus den 3 Substitutionen (t, {*, i?) 
und besitzt die Ordnung 3. Die entsprechenden Idealklassen des Führers 
(7) sind durch die drei Ideale 


ern) eo) re 12)2)) 


gegeben. Alle Zahlen a des Strahls der quadratischen Reste sind durch 
eine der Kongruenzen 


| 
> 
| 
N 
| 
m 
6 
[en) 
or 
= 


a 
charakterisiert. Wegen 
oo mod. 7) 


bilden die Zahlen wirklich einen Strahl. 
d) 1, =31. 31 besitzt den Rest 3 (mod. 4), also: 


A, TE Yy—31: 
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Wir setzenr=3, s= (£(,:{?); dann wird 
Far (£ı : cr 
und die Potenzen von ? ergeben die 15 Substitutionen der zu 2 gehörigen 


Untergruppe. Die entsprechenden Idealklassen sind durch die Potenzen 
‘des Ideals (9): 


(97% = (9%: =0,1,2,...14 


gegeben. Alle Zahlen a, die dem Strahl der quadratischen Reste angehören» 
genügen einer Kongruenz 


a mode 3L) 
wo Ah eine bestimmte Zahl zwischen 0 und 14 mit Einschluß der Grenzen 
sein muß. 

Umständlicher ist der 2. Fall, den wir behandeln werden, nämlich 
!=3. Zunächst ist 3 nicht immer Teiler von l,— 1. Wir setzen also 
,—1=0 (mod.3) 

voraus. Die Klassen L, sind durch 


1 


IB = E 





charakterisiert. Jede Zahl n des zu 3 gehörigen Strahles genügt der Be- 
dingung 





und die Kongruenz 


n=x° (mod.|,) 


ist dann stets lösbar. Man nennt die Zahlen n kubische Reste, alle 
übrigen Zahlen kubische Nichtreste. 

9. Satz. Der Strahl der kubischen Reste besteht aus 
allen den kubischen Resten n (mod. 1,) kongruenten Zahlen. 

Die Substitution i=s? hat die Eigenschaft, Einheitssubstitution 
von K, (l,) zu sein. Das Verfahren, das uns zu einer Zahl des kubischen 
Unterkörpers führen wird, ist typisch für jede ungerade Primzahl, und 
ist im wesentlichen und auf das geistreichste schon von Lagrange durch- 
geführt worden; es besteht darin, daß man die 3. Einheitswurzel zu Hilfe 
nimmt. Natürlich wird dieselbe nachher wieder auf geeignete Weise 
entfernt werden müssen. Die 3. Einheitswurzel werde mit & bezeichnet, 
so daß also: 
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Fr 2ni 
eg ern 


Der Körper der 3. Einheitswurzel sei K (£), seine Substitution (£ : 2). 
Man bilde: 


A=-u + +7 ++ +02 Cr 


(r eine Primitivzahl (mod. 1,)). Ein solcher Ausdruck (auch wenn für {, 
eine andere Zahl von K ((,) steht) heißt eine Lagrangesche Resol- 
vente oder Wurzelzahl. Diese Zahlen haben sehr bemerkenswerte 
Eigenschaften. 
10. Satz. Ist 7 die oben definierte Lagrangesche Wurzel- 
zahl, so ist 
- (14 zad. 


Dabei ist zu beachten, daß s die Substitution (C, : &]) bedeutet, somit. 
die Zahl £ völlig ungeändert läßt; wegen rı=T=1 (mod. l,) wird: 
ll ee A te 
Ara tin] 
Nun ist aber wegen ,—1=0 (mod.3) auch [471 =1; also: 
ern, 


11. Satz. Für die Lagrangesche Wurzelzahl 4 gilt die 
Relation: 


DIT 


wenn it=s? gesetzt ist. 
Denn es wird: 


DR ses es en et = 14, 


12. Satz. Die Lagrangesche Wurzelzahl 4 genügt der La 
bischen Gleichung: 
I —o—(, 
wo w=4AsAs’A eine Zahl des Körpers K (£) der 3. Einheits- 


wurzel ist. 
Denn nach Satz 11 hat A nur die Konjugierten 


A SAR SEA: 


wenn man die 3. Einheitswurzel festhält. Somit ist nach Satz 10: 
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De ER EEE a OL 
AsA+ AP Ar sA2 A In), 
Id SS A, =, 


| 


SW — SASHA es dd, SArs eher 0 


ist. w ändert sich bei der Substitution s überhaupt nicht, kann also nicht 
mehr von &, abhängen nach Satz 19, Kapitel III; d.h. w liegt in K (£). 


13. Satz. _Z ist keine Zahl des Körpers der 3. Einheits- 
wurzel, d. h. die kubische Gleichung 


2 — 0 —=( 


ist in K (Ö) irreduzibel. 
Dies geht ohne weiteres aus Satz 10 hervor; denn es müßte sonst 


Sean ndy Lertouent 0 
sein. Dies ist unmöglich, da Z nicht in K (&,) enthalten ist. 
Beispiele: 
h=1. Ist wdrr=3, s= (4: £), so wird 
ee el 


Die 3 zugeordnete Untergruppe besitzt zwei Substitutionen: 2Zund i{?. Die 
beiden entsprechenden Klassen sind durch (1) und (6) (3)? ((7)) gegeben. 
Alle Zahlen a des Strahls der kubischen Reste genügen einer Kongruenz: 


a=-+1 (mod.7). 
Außerdem wird: 
A-bsribrtlstrlstrlitlh 
oder wegen @ =1: 
A=- ++ lgsra ri rch 
- +) HEN) HH; 


sd1= +) ä+rdt+tE+d) 
-PLE HM HLÄETFD + GHä)=- 8 


Nun ist: 
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ud, ar 4) a & A en 

Kata) Gr 

Mao) Gr 
Also muß 7 =11 sein. 


Es sei _7' diejenige Zahl, die man aus _7 durch Vertauschung von 
& mit £? erhält: 
r .- 7 = en 
a A aan 


A ıst die Konjugierte von 1 in bezug auf K(Ü), und man erhält w’ 
= _1'?, wenn man in w ebenfalls & durch {2 ersetzt. 
Dann ist nach Satz 10: 


SAN ed, 
s(A4)=s1.s1 =BAld = 44; 


d.h. 7.4’ bleibt bei Ausübung der Substitution s ungeändert. Außer- 
dem verändert es sich durch die Substitution (& : &2) nicht; also ist 
AA eine rationale Zahl o und 


ELIN oao on 


14. Satz. Das Produkt ww’ ist die 3. Potenz einer rationalen 
Zahl o. 


Genau ebenso beweist man den Satz: 
15. Satz. Die Zahl + w’ ist eine rationale Zahl g: 


o—- a q. 
Setzt man 
A =41+41 0oe-lArt&24 oder=24+[L4, 
so ist in jedem Fall: 
R2=1+4°:+3411 4 =(w+0)+30oh=q4+304,; 
also genügt jedes der drei 4, der kubischen Gleichung: 
R—30h—q4=0. 


Diese Gleichung ist irreduzibel in k. Denn wäre 7, eine rationale Zahl 
g, so wäre z. B. 
A+Ad=3, 


44 Z=8 ode 2—gA+o=(, 


Fueter, Zahlentheorie. 16 
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d. h. £Z würde den beiden Gleichungen 


R2—o=(, 
12—edA+-o0o=0, 


‘genügen, woraus durch sukzessive Elimination: 
g 8 —o A—w=0 
0) A+ (0 +0)=0 
entsteht. 7 liegt nach Satz 13 nicht in K (O); also müßte: 
o=g; ww +og=0,0u = —g° 


sein; d.h. w wäre die dritte Potenz einer rationalen Zahl, und 4 = — Ü1g, 
was unmöglich ist, da 


s1A=-011. 


Damit ist die Irreduzibilität der kubischen Gleichung nachgewiesen. 
Andrerseits ist 


A=4+4 


,—2 


= (Gı = 2 + +. + aa % ) . (& A [2 = Lerch in &2(u—2) Grae) 
— 2 Cı ar (Ö + C2) x > (C2 e\N c4) en Le... (Su=2 as [2(4—2)) Co 


d. bh. wegen (+2 = —1, @=1: 


N 


A, ist daher eine Zahl von K({,), die einer kubischen Gleichung genügt. 
Sie legt den gesuchten Unterkörper von Ä({,) fest; zugleich ersieht man 
aus ihrer Darstellung, daß sie eine ganze Zahl ist. Die Koeffizienten ihrer 
Gleichung müssen somit ebenfalls ganz sein. Genau dasselbe beweist man 
für die beiden andern Wurzeln &/ +24 und &Zi1+[L1T. 

16. Satz. Der zu 3 gehörige Unterkörper von K ({,) wird 
durch jede der Wurzeln der Gleichung | 


2 —302—94=0 


gegeben, wo 30 und g die oben definierten natürlichen Zah- 
len sind. 


Die beiden Zahlen o und qg müssen wir noch genauer berechnen. Wir 
setzen 
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[R y3 gb 1,—4 
Zu HR a 
*r rt wu’ 1.—3 
A=-4 ta tra +40; 
,—2 


„-aHta Ha 4.4; 
dann ist: 
1=2,+°Z, +22; 2=-2, +22, +{82.. 
Eine leichte Rechnung läßt wegen 2 + +1 =0 das Resultat erkennen: 
A1=%+4+23—- (2, +42 + ZZ) 
=-I3B 4+4+2)—- (+2 + 2%] 
\Vegen | | 
+23 +3 = +5 H+ür+:.. + =—1 
wird deshalb: | 
A142 =I33 (45 +Z+2)—1]. 


Wir müssen noch die Summe der Quadrate der Größen Z,, Z1, Z, berechnen. 
Es ist: 














4 at 
3 E) 
2 RL In, „31% 
Ze at 
n=0 n+m 
Sir. ae 
„Qpon+1 = r3n+1,,33+1 
ze ee DR 
n=0 ntm 
3 
2 gran+ yan+2 | ,3m+2 
L5= 2 Cı =; 2002, Ü ’ 
n= nEm 
04 
ı—2 i 3 9 1 2 2 2 
2 9 9 Ir < FR Lr3M ranti mtl ent2 1 ,mr2, 
RR tee As 52 ie: au un 
n=0 n+tm 
DE], 


Die Summe rechts ist über alle Kombinationen m, n ohne Wiederholung 
a. 


zu erstrecken; die Klammer ist eine rationale 





der Zahlen von 0 bis 
Zahl, da 22 + Z7 + Z2 eine solche ist, und hat darum die Gestalt 
[les ta sh I +: +00) = HM, 


wo x, und x, natürliche Zahlen sind. x, ist die Anzahl, die angibt, wie oft 
unter den Potenzen von [, ein durch |, teilbarer Exponent auftritt, und x, 
16* 
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ist die Anzahl, die angibt, wie oft ein nicht durch I, teilbarer Exponent 
u(< l,) auftritt. Nun ist 

Ken | 
r“=—1 (mod.\,); 


also wird 
ron au zart p5n+1 AL rön+2 + r3m+2 


De 
6 


annimmt. Also gibt es 3 


A . 
6 
durch /, teilbare Exponenten, und 


u —1 ı — 4 
3 


nur fürm=n+ durch /, teilbar sein, wo r die Werte0,1,2,... 


Bi 
= 





1 

















die Zahl x, ist gleich nn 


2 
— a man Summanden; nehmen wir hiervon die x, Summanden 


[ ] enthält im ganzen 3 


fort, die den durch /, teilbaren Exponenten entsprechen, so bleiben noch 


et 
6 | 2 


2 3 





Summanden übrig. Da jede Zahl £,, G,... 4" gleichoft, also 


Bl en el 
Da SU BRETG 











mal 


auftritt, so wird 


en 


2 6 DR 











die gesuchte Summe erhält den Wert: 





Z+4+24=-—142[1]- 142 -Atr! 


und 





1 EEE UN | 
— 1 Sail 1 _— == 
n A (3 ; 1) 


d.h. ww =f. 
Die Gleichung für -Z, besitzt jetzt die genauere Gestalt: 
N—3,A—q4=0. 


Da nach dem Vorigen 14’ =], so ist dieNorm von ® im Körper Ä(£) 
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gleich 4. Die Primzahl I, zerfällt in K(&) nach dem Zerlegungssatz des 
V. Kapitels in zwei voneinander verschiedene Primideale &| und 8, da 


= 32 (mod) 


angenommen wurde. kann nur durch die beiden in X (£) konjugierten 
Primideale & und &%’ teilbar sein. Wir nehmen an, es gelte die Zerlegung 


’ ! er 
(o)= 8°; 


dann ist 

w)=- W-Lan“. 
Somit muß a’ +a’=3 sein. Andrerseits ist wegen ?+f+1=0: 

A=0 (mod. — 1), 2=vrZm=0 (mod.(, —1)); 
oder wegen sw = w: 
w=( (mod.},). 

Somit muß a’> 0, a” > sein. 

Vergleicht man dies mit der obigen Gleichung «a’ +.a’’ =3, so werden, 


da w als Kubus einer ganzen Zahl selbst ganz ist, und a’ und a’ positiv 
sein müssen, nur die beiden Lösungen 


a lg > odersa, ana, — 1 


möglich sein. & und &%’ sind einzig als Teiler von (l,) definiert. Keine 
ist dagegen vor der anderen ausgezeichnet. Wir können deshalb immer 
festlegen, daß die erste der beider Möglichkeiten stattfinden muß und 


0) 4?=()% 
wird. 
Wir können %/ durch eine einfache Bedingung festlegen. Wegen 
,—1=0 (mod. 3) muß: 


h— 1 u—1 21 


—1l=(r3 A)(r3—L)(r3 —E&)= 0 (mod.]1) 


l 1 
r 


| | 
sein. Nun ist (*r 3 —1) sicherlich nicht durch /!,, also auch nicht durch 
% teilbar, da > Primitivzahl ist, somit zum Exponenten 1, —1 gehört. 
Da &/ Primideal ist, muß einer der heiden andern Faktoren durch &, 
teilbar sein. Es sei 2. B.: 





23—1 


em. Hl 


r3® =€C, oder ö=r 3 (mod. %),u=10oder2. 


240 VIII. Kapitel. Die Reziprozitätsgesetze. 


Um den Wert von u zu berechnen, setzen wir wie früher: ,—1=%; 
dann ist: 


IT WAR, 
und daher wegen I +2 =0: 

| N 

A= Eit 


h=0 i 
h—2 
= ZH MAMA) 


42 
= (+ HR) 


ur _y rh zu Dun rh un 2 rh 
Nu a 


h= 


hu 





Ta) (mod. £/ (A)) 


De 


41 „zl NA Men) 
-2 (HOT Ha I 
(mod. &% (A)). 


Nun ist aber stets: 











n—1 1 1 
k+u— k+u—— —2) A +u I 
17 a Eh eier | 2) 0 meiih, 
falls k + u nicht durch 1, — 1 teilbar ist. Das kleinste k, für 
das dies nicht mehr erfüllt ist, ist aber k Zu, wenn ü—=2, und 
k= 2 wenn u=1 ist. Die obige Kongruenz ergibt daher in 
diesen beiden Fällen: 
u=2: == () (mod. l,), 
„h—1 
ee au nn m N ei k< 
ee a 3 
u=1: = (0) (mod. I,), 
k < 2 -— in 2 
Somit ist: 
2 
u=2: A=ı) > a (mod. L(A)), 
Re (a eine ganze Zahl), 
21- 


u=1- Az 


3 a (mod. (A)), 
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und Ja nach Satz 24, 8.163, (l,) = (4"7!) ist, also AA! durch I, teil- 
bar ist, so wird: 
u 2 ae rB mod. %(A)), 


2-1: 0-2 erhede— htmod. %ti)). 





(ß eine ganze Zahl). 





Nun soll o nur einfach durch &; teilbar sein. Für u=1 wäre & durch 
%? teilbar, dies also nicht erfüllt, Daher muß u=2 sein. Daraus folgt 
ne Satz: 


17. Satz. Die Zahl ® hat in K (£) die Primidealzerlegung: 
0) ==) | 
wo & und &% die beiden in (l,) enthaltenen Primideale von 
K(£) bedeuten, und % der Bedingung genügt: 
1—1 


3 

r={£2 (mod. %). 
Da die Klassenzahl von K (£) Eins ist, so sind g& und & Haupt- 
l en Bar bestimmt, wo 


ideale, also durch eine Zah 


_Y+32 
— 








ist. Daher hat w die Gestalt: 


Dur A 


denn in X (£) treten nur die sechs Einheiten +? (g=0, 1, 2) auf. Da 


Or 
hat auch w wieder dieselbe Form: 


' u+vy—3, u? + 302 
a 


GE 





ne 


Allein die Zahlen u und v sind dadurch nicht eindeutig bestimmt. Um 
diese letzte Unsicherheit zu entfernen, nehmen wir das Ideal 2 = (1 —{), 
dessen Quadrat (3) ergibt, zu Hilfe, und berücksichtigen die Kongruenz: 


A=(h+G +. -- +) =—1 (mod. 2). 
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Es gibt daher eine ganze Zahl v für die 
A=—1-+»( —1), 
und 
o=R=—1+3vE 1) 32 — 1)? + WE — 1)% 


wird. Alle Zahlen rechts mit Ausnahme von — 1 sind durch &® = (V— 3)? 
teilbar; daher wird 





o=—1 (mod. %) 
und 
a, | 
ar en 1 (mod. 88): 


das ist nur möglich, wenn zunächst 


oder, da u rational und /,=1 (mod.3) ist, 
I, 5 = —1 (mod.3), v=1 (mod. 3) 
wird. Jetzt folgt weiter: 


5=0 und v=0 (mod. 3). 


Dadurch ist, wie man aus den Entwicklungen von Seite 224 ff. leicht 
erkennt, z eindeutig bestimmt, und es wird, wenn man 3 van Stelle von v 
schreibt, 

Aeları Eu 2 Hase, ee 2 Be 


g=v+w =hu. 


wWw== 


v ıst nur bis auf das Vorzeichen bestimmt. 


18. Satz. Der Körper K,(l,) wird durch jede Wurzel der 
Gleichung 


> —3h,2—lLu=0 
gegeben, wo u=1 (mod. 3) durch die Darstellung 


1 u® + 27% 


I, 7 


eindeutig bestimmt ist. 
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Beispiele: 


Die Zerlegungen der Primzahlen = 1 (mod. 3) in X (£) haben wir auf 
Seite 225 durchgeführt; wir benutzen die dortigen Resultate. 


a) lı =7. Fortsetzung der Ausführungen von Seite 240. Es war: 


A=- ur) HD ++, 
ee Loyncırd), 
A=4+1=2 +9) - id - Ur) = +) +1. 


Die Gleichung von A, finden wir durch diejenige Darstellung 7 = a 





:) 


in der v durch 3 teilbar ist. In den drei Darstellungen auf Seite 221 gibt 
es nur die eine 


_12+27-.12 


7 7 \ 


die diese Eigenschaft besitzt; also ist v=1=1 (mod.3) und 
2 —3-.72x—7-1=0 


ist die kubische Gleichung von 4,; die Cardanische Formel gibt drei 
Wurzeln: 


a ee ı ee 
he et, 

Sand LEN Auer 
„= yrit3ı Dan Wine ai 3 


3 a I DREI rem 
Dabei setzen wir fest, daß Y Ben diejenige komplexe Wurzel 


ist, deren Winkel (Azimut) den kleinsten positiven (negativen) Wert hat. 
Aus dieser Darstellung folgt: 


TATRA TEE 
Ben (g=0,1,2) 
B=0-7143173 


ww’ — 7°. 
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Um die Unbestimmtheit zu beseitigen, bedenken wir, dd. +9, +, 


© + & reelle Größen, nämlich die Werte 2 cos = ‚2 cos en 2 cos as 


sind. Der imaginäre Teil von A hat also den Wert (wegen — En) 5 


y3 6n _y3 RATEN N Green 
+i [5 2008 — — So 2008| = + iV3 (00: SE 008) 


= +1 Y3 (—0,9+ 0,2) = — 0,7 Y3i. 
Der reelle Teil von £ hat den Wert: 


ee +45 =3 4-3, 0,645 >0. 


A liegt daher im 4. Quadranten der Gaußschen Ebene. Also muß nach 
unseren Festsetzungen: 


ze 


( = le 
sein. 
b),=13. Itr=2,s=({,: Q), so wird 


i=2=-(:9,0 =, tete). 


- 


1, 12, 13, 1% ist die zu 3 gehörige Untergruppe von 4. Ordnung. Die zugehörigen 
vier Klassen sind durch 


1,9) 2)’, 12) (12)°, 6) (11)? ((13)) 


gegeben. Die Zerlegung von 13 mit durch 3 teilbarem ® ist nach Seite 225: 
52 1927- 


I ni 








also u=—5=1 (3) und 
3 —3-13c +13 5 =0 
die Gleichung, der 1, genügt. Dieselbe hat die Wurzeln: 


DT ee ea. 3 Eins Wucstorlar 2, ES ya 
nt ee ee 
ee. ee 


5 Tee 25 Na en 
aa Va, ie 
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Auch hier muß eine genaue Abschätzung ergeben, welche Wurzel gleich 
A, ist. 
DL 19 Tau DU ECT) BOT WIEG. 
t en er: a) = (: Cr); Be (&: dr ); 
=), el: ci), 8 = ((,:9)). 


Die zu 3 I Untergruppe hat sechs Substitutionen t, 22, 8, #, ?, #. 
Die sechs Klassen der Ideale 


(1), (8), (7), (18), (11), (12), 
ergeben die zugehörigen Klassen. Alle Zahlen «a, für die 
el,=8, =7, =18 =141, =12 (mod. 19) 
ist, bilden den Strahl der kubischen Reste. In der Tat ist: 


i-1=1 8. 7=18 21228 

1-83=8 8-18=11 18.193 

A] 81=12 15-118 | 
1-.18=18 8-2R= 1 18-2= 7 (mod. 19) 
1-141=i1 7 —=4l 1-M= 7 

1-2=12 Wan 12 11.12=18 

8 =— Le 4 Be! 12.412,11 

Die Zerlegung von 19 ergibt: 
aan. 


4 
alsouw=7 und 
23 —3-.192x—7-19 =0.: 


A, genügt dieser Gleichung. 
days dsl, .cı). 


ill) K:ct) 


Die Potenzen !* (kh=1,2,...10) bilden die zu 3 gehörige Untergruppe. 
Die Zerlegung ist: 
42 + 27.22 
a 
also u=4==1 (mod. 3), und 4, genügt der Gleichung: 
2 —3.-3127—4-1=0. 


11-2497. - 


Historische Notiz: Die Resolventen sind von Lagrange auf- 
gestellt und zu algebraischen Untersuchungen verwendet worden in seinen 
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„Reflexions sur la r6solution algebrique des Equations“ (lu & l’acad. de 
Berlin en 1771), Oeuvres, Paris 1869, t. 3, p. 331 ss. Die Frage, welche 
der drei Wurzeln der kubischen Gleichung gleich _4/, ist, wurde von 
Kummer aufgeworfen und behandelt (Crelle’s Journal, Bd. 23 [1842] 
S.285 und Bd. 32 [1846] S. 341). 


$ 4. Die Zerlegungsgesetze in Kallı). 
Quadratisches Reziprozitätsgesetz. 


Bevor wir auf die eigentliche Aufgabe eingehen, müssen wir kurz die 
Theorie des Körpers K, (l,) andeuten. Derselbe wird ein quadratischer 
Körper genannt, da alle seine Zahlen quadratischen Gleichungen genügen. 
Alles Weitere ist analog der Theorie des Körpers K (6) der 3. Einheits- 
wurzel { durchzuführen. Zunächst die ganze Zahl, für deren Bereich wieder 
die auf Seite 93 angegebenen Forderungen erfüllt sein müssen. Ist v eine 
ganze Zahl des Körpers, so müssen im besonderen die Größen 


v-+-sv; v-$v 


wiederum ganz sein. Nun hat jede Zahl » von K, (l,) die Gestalt 


RK ie 
_utolen® 


wo u, v, w, ohne gemeinsamen Teiler angenommen werden. Somit sind 
die rationalen Zahlen 


Yu a (ho 
w ur 





ganz, falls » ganz ist; dies trifft nur zu, wenn w =2 ist und 
V mie 
N a en Re 
2 


Ist v gerade, so muß es auch u sein. Sind beide ungerade, wie z. B. bei 
der Zahl: 


Fri 
Ko It aler I u) 


so ist v eine ganze Zahl; im Falle » = w ist 
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Dt 
wegen (—1) ?l,=1 (mod.4) ganz. Jede beliebige ganze Zahl v des 
Körpers kann durch 





v=%+%% (X%,,%, ganze rationale Zahlen) 


ausgedrückt werden, und 1, ® bildet eine Basis der ganzen Zahlen des 
Körpers. Die Theorie der Moduln, speziell der ganzzahligen Moduln ist 
wörtlich von früher auf den jetzigen Fall übertragbar. [1, ] ist der Ein- 
heitsmodul. Jeder Modul, der Produkt aus [1, ®] und einem ganzzahligen 
Modul ist, heißt Ideal. Die Teilbarkeit der Ideale ist eindeutig; ein Ideal, 
das nur durch sich und das Einheitsideal teilbar ist, heißt Primideal. Die 
Zerlegung eines Ideals in Primideale ist eindeutig. Von besonderer Bedeu- 
tung ist der Satz, daß jedes Ideal des Körpers ein zweigliedriger Modul 
ist, da der Grad des Körpers gleich 2 ist. Jedes Ideal bildet wieder einen 
Bereich von Zahlen, die durch Addition und Subtraktion sowie durch 
Multiplikation mit beliebigen ganzen Zahlen des Körpers ineinander über- 
gehen. Ein Ideal besitzt ein Teilideal, wenn alle seine Zahlen in dem Teiler 
auftreten. Wenn p=#, eine rationale Primzahl ist, so bleibt (p) in X;(lı) 
Primideal, oder in (p) sind zwei voneinander verschiedene Primideale 
enthalten. Damit sind die wesentlichsten Gesichtspunkte der Theorie 
des quadratischen Körpers hervorgehoben, und wir kehren zu unserem 
zu Beginn formulierten Probleme zurück. 

Wie wir schon auseinandergesetzt haben, besteht die Hauptaufgabe 
zum Beweise der Reziprozitätsgesetze in der Aufstellung der Zerlegungs- 
gesetze von K, (l}). Wir werden dieselben auf zwei verschiedene Weisen 
finden können: 1. durch Benutzung des allgemeinen Zerlegungsgesetzes 
von K (41); und 2. aus dem Körper X, (l,) selbst. Setzt man die beiden 
Resultate einander gleich, so ergibt sich das Reziprozitätsgesetz. Auch 
jetzt werden wir uns mit den einfachsten Fällen, nämlich 2=2 und 3 
begnügen. | 

Nehmen wir zunächst X, (lı). Wann zerfällt eine ungerade Primzahl 
l,in K, (l,)? Um diese Frage zu beantworten, zerlegen wir (l,) in K(&ı) 
in Primideale gemäß dem Hauptsatz des V. Kapitels: 


san seinen en 1, —= Al lmodilr): 


Nehmen wir an, (l,) zerfalle in X, (l,) in zwei Ideale (l,) = = L,, 50 
legen %, und &, zwei Ideale des Körpers X (£,) fest, weil alle Zahlen von 
K;(l,) in ersterem enthalten sind. Da diese Ideale Teiler von (l,) sind, 
so müssen sie sich durch die Primideale &,, s &,, . - . s@! 2, ausdrücken: 
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’ r 4 q’ a 
R = st % s® % ES: n’ 2 


En 


17 [2 2 
ga” = st Q,s” us ..e. sin’ - 


2 


In dem Produkt 2 = —= (l,) tritt /, auf. Also wird 


LU ! 2 
VD EL PURE RER NE 


sein müssen, wobei unter den g’ und g” jede der Zahlen 0, 1,... —1 
zu finden ist. Andrerseits geht 2, in 2) durch Anwendung der Substitution 
s über: 


De: 
Daraus erkennt man, daß 
n' ze n en eg 
2 
sein muß, und e, daher eine gerade Zahl sein wird. Dann ist /, ein Teiler 
ı—1 
von a und somit 


v1 


,2=1 (mod. |ı). 


Zerfällt umgekehrt (l,) in X, (l,) nicht, so ist e, ungerade. Wäre nämlich 
e, gerade, so setze man 


f _— 2& > —2 
L, ul... 
en — N 2, .'. sa u. 
dann folgt: 


„ ’ N, 
So. zn De (l,) at “ % 


6 


[i 


Man erkennt, daß 2 und %, durch je zwei Zahlen von X, (l,) bestimmt 
werden können. Wir verstehen jetzt speziell unter % und De diejenigen 
Ideale, die nur Zahlen von Ä, (l,) enthalten; dann bleibt die Beziehung 


(12) Fr YN = 


bestehen, und weder %, noch %, können das Einheitsideal von &, (l,) sein, 

da sonst auch das zugehörige Ideal von X (£,) gleich D wäre. Daraus 

folgt aber, daß (/,) in Ä,(l,) zerfällt gegen unsere Annahme. Wenn e& 
N 


ungerade ist, so ist /, kein Teiler von a y und es muß 122 = —1 





(mod. L,) sein. 
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19. Satz. (l,) zerfällt in X, (l,) in zwei Primideale, wenn 


1 


= 1 (mod.h); 


(l,) zerfällt nicht, wenn 


Bet 


Da eeiimodel,) 





ist. 
Fu. 


Man führt zweckmäßig für den Rest + 1 von /!, ? nach dem Vor- 
gange von Legendre ein Symbol ein und setzt wie im II. Kapitel: 


a 7) = +1 (mod.1ı). 
Es wird somit (l,) in A, (l,) zerfallen, wenn (2) = +1, nicht zerfallen, 
j 1 
Klahe 
wenn 2) — —1 ist. 
Andrerseits ist K, (l,) der Körper, der aus der Quadratwurzel 
a 

ln? 

gebildet wird, und ich frage: Wann zerfällt das Primideal (l,) in X, (l,)? 

Um dies zu entscheiden, nehmen wir an, daß (l,) inK, (l,) in zwei vonein- 

ander verschiedene Primideale 2; und 8% zerlegbar sei. Der Fal& =% 

ist, wie man wegen /, =# [,, und weil !, und /, ungerade sind, sofort sieht, 

unmöglich. Man darf nach der Entwicklung zu Beginn des Paragraphen 

setzen: i 


=, == ll, sh). 


1 


Dabeibedeutet sin X,(l,)nachFrüherem dieSubstitution = Hy WERTE 


hl: 
— 1 rn 1). Wegen (l,) = &, %, wird AsA in (l,) auftreten; also 


AsA=0 (mod. |,) 


sein. Ist wieder 1, = ————— ———— eine Basis von K, (l,),so wird: 


A =2+yw;si=ı+ysw; 
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y ist zu 1, teilerfremd, weil sonst % =.% wäre. Es ist: 
1 


Ish=a:+zylo+so)+ywso=attayty u 


2 
N lee EN 
4 I 
also muß 
ar 
22+y— (1)? Ly%=0 (mod. 1,) 
oder. da y zu |, teilerfremd ist: 


u—1 


) 2 
(—1) 2 = (HF) (mod. 1,) 





sein. Dies ist nach dem II. Kapitel Seite 62 nur dann möglich, wenn 


1 Ir 
w iu, „| = 4 (mod. b). 
Unter Benutzung des Legendreschen Symbols folgt daher: 





ae 
= N 2) EN 
l; 


Zerfällt andrerseits I, nicht in X, (l,), und wäre trotzdem diese Bedingung: 


u—1 


(= -— +1 


erfüllt, so könnte man eine natürliche Zahl z bestimmen, die zu |, teiler- 
fremd ist und der Kongruenz genügt: 


21 


(41) 2 L=2 (mod.L,). 


Letztere Beziehung können wir auch folgendermaßen schreiben: 


u—1 


ces er 
Warn V NEL) WR 1a NEy = 0 (mod.B). 


Da (l,) Primideal in X, (l,) ist, müßte einer der Faktoren durch [, teilbar 
sein: z. B. 


BT Dt 
he 1)? )=0 (mod. 1,). 
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Alle Zahlen von 1, sind Vielfache von /,; also wäre 


11 
a en mu ek Po), 


oder 
z=h,@+5; —1=L3, 


was unmöglich ist, da /l, ungerade und kein Teiler von — 1 ist. Somit, 
gilt der Satz: 
20. Satz. (l,) zerfällt in X, (l,), wenn 





a) pain 


ist. 
Setzt man die Bedingung der beiden letzten Sätze einander gleich, 
so erhält man das quadratische Reziprozitätsgesetz: 


zn 
EA ea a) 
Ale 
Das Legendresche Symbol besitzt seiner Definition nach sehr einfache 


Rechnungsregeln. Für eine ungerade Primzahl ! und beliebige zu [ teiler- 
fremde natürliche Zahlen n und m gilt nämlich (siehe Seite 63): 


I—1 I—1 


7)" 7 (7) ; denn (ra?) =n 2" (mod. 1); 
2 Er 

M) = 1 ;dennn ? =nt!=1 (mod.}); 

BR ee 

7) (7) — 7); dennn?® m ? =(nm)* (mod. |); 
(7) = (7) ‚ wenn n=m (mod. |). 


Daraus folgt für die obige Formel des quadratischen Reziprozitätsge- 
setzes: 


Fueter, Zahlentheorie. 17 
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„1 vl 


ee 


u—1 u—1 


Be ee 


Nach dem Resultat unter a) von Seite 64 im II. Kapitel ist 





Führt man dies ein, so lautet die endgültige Fassung des Gesetzes: 


kan 
le’ \lı 
VIII. Hauptsatz. Quadratisches Reziprozitätsgesetz: Sind Z, 
und Z, ungerade Primzahlen, so befriedigen die Legendreschen 
Symbole (2) und (2) die Gleichung: 
2 1 
22) En E 
De a 


1 








Wir fügen noch die beiden früher erhaltenen Formeln (Seite 64—65) 


ea Bun 


hinzu. Sie heißen die beiden Ergänzungssätze des quadratischen 
Reziprozitätsgesetzes. 

Mit Hilfe der Rechnungsregeln und des Reziprozitätsgesetzes gelingt 
es, das Legendresche Symbol für große Zahlen rasch zu bestimmen. Ist 





l, größer als l,, so führt das Reziprozitätsgesetz die Berechnung von ) 


1 


ohne weiteres auf die Berechnung von . zurück. Hier setzt man für 


I, den kleinsten Rest (mod. /,) ein und rl denselben in seine Prim- 
faktoren. Nach den obigen Rechnungsregeln braucht man dann bloß das 
Legendresche Symbol für alle diese Primfaktoren zu berechnen. Die 
letzteren werden sämtlich kleiner als !, sein. Durch erneute Anwendung 
des quadratischen Reziprozitätsgesetzes erhält man deshalb Legendresche 
Symbole, deren Zahlen bedeutend kleiner als die ursprünglichen sind. 
Fährt man in dieser Weise fort, so kommt man im allgemeinen nach kurzer 
Zeit zum Ziele. 
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Beispiele: 
| a) I} =5. Der Körper X, (5) ist durch 7, = v5 gegeben; alle ganzen 
Zahlen desselben haben die Form: 
—1 5 
ug + u, zn 
(3) und (7) zerfallen nach den Berechnungen von Seite 160 im Körper der 


5. Einheitswurzel nicht, also auch nicht in X, (5). Es ist nach Definition 
einesteils: 


28 — (3) ar 
72 () med): 


andernteils: 


Daher wird: 


a0 AR -+ 


(11) zerfällt im Körper der 5. Einheitswurzel in vier Primideale: 


AMELIE UEHN, 
und in X, (5) in die beiden Ideale: 
% =, +9,49) =-MGHI IHN) - UL I3-GrM)) 
%=1,94+291,3+9)= 1, +29) Ed) UL 5 TH) 
Nun ist aber nach den Resultaten von Seite 189: 


—1- 95, 


ee, 





daher: 
% = (11,449), 
2 = (11,4— Y5). 
(41) zerfällt in X, (5) in zwei Ideale. Einesteils ist also: 


12 — (5) 4) (mod. 5), 


17* 
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andernteils: 


®=(7) —4 (mod. if), 


Glolns: 


(19) zerfällt im Körper der 5. Einheitswurzel in zwei Primideale: 


und 








(19) = (19, 4 — 27 — £}) (19, +), 
die man als Ideale in X,(5) wegen 7 +£& 5 = um auffassen darf: 
3 ig, 25) 1 (19 Zeit 
2 2 
{19) zerfällt also auch in X, (5), und es wird: 


19 — & eis, 


De (15) = 1 (mod. 19), 


b) 4 =7. Der Körper X, (7) ist durch 4, =Y—7 gegeben und 
seine ganzen Zahlen haben die Form: 


ha; 
SE OEETT 


ug + U 


(3) und (5) sind nach Seite 161 Primideale im Körper der 7. Einheitswurzel, 
also auch in X, (7), und es wird: 


a — (9) — —1 (mod. 7); (— 7=(7) — 1 (mod.3); 
®=(}) Be (=) N nodens 
Also: 
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Nun ist aber (>=) _— 
die Gestalt: 


1% 5) — +1; deshalb erhalten die Formeln 
am ui 
+6) = 6): 
5m _ a7 

tn) 


(11) zerfällt im Körper der 7. Einheitswurzel in zwei Primideale, also auch 
in K, (7): 


1)= 1,9459 +42, 1) 1,4461 —1). 
Nun ist 
berg = A +Hira)M-2ı1-29—2U), 
und 
Krüirad+tätrtirnd)=-—th 
Krarn)ara+tnm>=2 
Daher wird &, + Ci + £1 Wurzel der Gleichung 
2+2+2=(, 
oder 


ee le, 





und daraus: 
a+H5dar+rraIA=s AH NM) RAFV-7; 
also, da (1, —1+T+{C) =O©9: 
= (1,2 yT), Se 412-7). 


(11) zerfällt in X, (7) in & und ®%. 


eng | 
oder wegen 5) =—1: 


Daraus folgt: 
—4:1mode2), 


—=1 (mod.11), 


+: 
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a) 


c) Berechnung von (3). Statt die Kongruenz 
31 


BU EAN he 
3130 — (7) (mod. 73) 





‚direkt zu berechnen, bedenkt man, daß 73=1 (mod. 4), also E a 


gerade ist. Somit ergibt das quadratische Reziprozitätsgesetz: 


2) = 6) 


Wegen 73=11 (mod. 31) wird 


2) =) 


1—1 mein ungerade; deshalb muß: 


5 und 5 


a 


Somit wird auch 








|w 
as 

I 

| 


sein. 


d) Berechnung von (205) Wegen 409=1 (mod. 4) wird: 


251\ 1 A09N Lu (158) 02701 2 79 
200) as) a a) lien) a 
2512 —1 


Die Zahl —- E ist ungerade; also nach dem Ergänzungssatz: 





251°—1 


2 LEN EIERN T 
a) 


251 (@ 127254 
kon) 5 | (7a) 
N 


weil wieder Ze und BE ungerade sind. Jetzt fährt man fort: 





und 
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=) -Ala)-+)--6)--9-- 
)\#)"(n)-r 79 7) ln; (7)- 


2: Da 
AVB N 


Historische Notiz: Gauß hat im ganzen sieben Beweise des 
quadratischen Reziprozitätsgesetzes gegeben. Der obige entspricht, 
seinem wesentlichen Gedankengange nach, dem 7. Gaußschen Beweise 
(Werke, Band 2, Göttingen 1863, Nachlaß, S. 234). Die Anzahl der Be- 
weise ist seither ungeheuer angewachsen. Sammlungen solcher Beweise 
enthalten Baumgart: Über das quadratische Reziprozitätsgesetz, Leipzig 
(1885), und Bachmann: Niedere Zahlentheorie, 1. Teil, Leipzig (1902). 
Doch sind dieselben nicht vollständig. 


$5. Die Zerlegungsgesetze in K;{!.). 
Kubisches Reziprozitätsgesetz. 


Auch jetzt müßte an die Spitze dieses Paragraphen eine kurze Zahlen- 
theorie des kubischen Körpers K, (l,) oder besser des aus der 3. Einheits- 
wurzel £ und K, (l,) zusammengesetzten Körpers K, vom 6. Grade ent- 
wickelt werden. Allein wir wollen diese Andeutungen übergehen. Der auf- 
merksame Leser wird aus dem Vorhergehenden die Theorie entnehmen 
können, oder doch in einem allgemeinen Lehrbuche der Zahlentheorie 
das Fehlende ergänzen können. Es sei einzig hervorgehoben, daß auch 
in K, die eindeutige Zerlegung der Ideale in Primideale gültig ist, und daß 
jedes durch eine von /, verschiedene rationale Primzahl !,#3 definierte 
Hauptideal (l,) selbst Primideal ist, oder in zwei, drei oder sechs von- 
einander verschiedene Primideale zerfällt. Als Muster der Zahlentheorie 
von K, dient diejenige des Körpers der 7. Einheitswurzel. 

Genau die analoge Entwicklung wie im vorhergehenden führt auch 
bei X, (l,) zu einem Reziprozitätsgesetz; nur sind die Überlegungen etwas 
umständlicher. KX,(lh) (lı=1(mod.3)) ist Unterkörper von Ä (,). 
(l,) zerfalle in K (C,) folgendermaßen: 


on ls sel 
Wenn nun (l,) in X, (l,) in Primideale zerlegbar ist, so wird (l,) in X; (l,) 
das Produkt aus drei Primidealen; andernfalls bleibt es selbst Primideal: 
1) oder (3 =. 
Im ersteren Falle ist: 
es a ns, 
Ss: 
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somit muß wie früher 
e&=0 (mod. 3) 


1 


sein. Also ist /, ein Teiler von h 2: ,‚ und 





h—1 


Mu (mod. 1,). 


Ist dagegen (l,) Primideal, so ist e, zu 3 teilerfremd. Wäre nämlich e, durch 
3 teilbar, so könnte man auch jetzt 


WERE 
setzen, wo &, %, & die obige Bedeutung hätten und Ideale von K (£,) 
wären. Aus denselben bildet man wie im Falle X, (l,) drei Ideale von 
K, (l,), die Teiler von (l,) wären; d.h. (l,) würde in X, (l,) zerfallen, im 
Widerspruch zu unserer Annahme. Wenn e, zu 3 teilerfremd ist, so muß 
notwendig f, alle Faktoren 3 von I, —1 besitzen, und da f, die kleinste 
Potenz ist, für die l,«=1 (mod.1,), so ist in diesem Falle sicher 

Se 

l,? =z1 (mod. I,). 

21. Satz. (l,) zerfällt in A, (l,) in drei Primideale, wenn 


AZ 
ia, 41,moderı, 


es bleibt selbst Primideal, wenn 


en 
l,? #1 (mod.I,) 
ist. | 
Auch hier ist es praktisch, diese Bedingung durch ein Symbol aus- 
zudrücken. Ist ® irgendein in 9#3 enthaltenes Ideal von K (£), dem 
Körper der 3. Einheitswurzel, und ist / der Grad von p, d.h. 


p=1 (mod. 3), 


so kann f nur die beiden Werte 1 oder 2 annehmen. Dann wird dr Jede 
zu ® teilerfremde Zahl » von X (£): 


v’1=4 (mod. ®). 


Diese Kongruenz kann in folgender Weise in Faktoren zerlegt werden: 


P—1 P—1 pl—1 


v3 —1)w ® —H)@ 3 — 2)=0 (mod. P). 
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Da ® Primideal ist, muß einer der Faktoren der linken Seite durch 
% teilbar sein, etwa 


un 
Br 
fer 


v3 ={2 (mod. ®), 


wo q.die Zahl Null, 1 oder 2 ist. Man bezeichnet £? mit dem Eisensteinschen 


Symbol: 
(5)-® 


Ist speziell ® ein in (2,) enthaltenes Primideal | von X (£), sist /=1, 
weil ,=1 (mod. 3). Setzt man l, =r" (mod. 1,), so ist nach Satz 17, 
Seite 247: 


1 1 
Ser 2 
,®=r 3 =£" (mod.%), 


was sich jetzt so ausdrücken läßt: 


is 
[31- En 


Nach Satz 21 zerfällt (l,) in ÄX,(l,) oder bleibt selbst Primideal, je nach- 
dem m durch 3 teilbar, oder zu 3 teilerfremd ist, also je nachdem: 


(2) = —Heoder +1 


ist. Diese Bedingung läßt sich einfacher schreiben, wenn man verallge- 
meinernd festsetzt, daß für mehrere Primideale ®ı, Pa - - - BP, von A (£): 


ER 
ee" -IE) 


falls (r) = Pi: Pr... Por ist. Nehmen wir die auf Seite 239 definierte 


Zahl ® zu Hilfe, so ist nach Satz 17 
(By a allsätn u 8 


l, I 
I = 


ist, so muß für das konjugierte Ideal 2)‘, das durch Vertauschung von 
& mit £? entsteht, 


und daß somit 


Da 
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[&)-e 


gelten, also ist nach der obigen Festsetzung: 


d-r 


Der frühere Satz lautet deshalb in der neuen Form folgendermaßen: 


22. Satz. (l,) zerfällt in K,(l,) in drei Primideale oder 
bleibt selbst Primideal, je nachdem 


12) —1 oder + 

(60) 

ist. Dabei ist (wo) = (l,) &’ in dem früheren Satze 12 definiert 
l, m EN 9 . 

und i, —&,woL=r (mod. ) ist. 


Gehen wir jetzt zum Körper X, (l,) selbst über: wir erhalten eine 
analoge Bedingung, wenn wir die Zerlegung von (l,) nicht in X, (l,), sondern 
in dem Körper X, vom 6. Grade untersuchen. Letzterer setzt sich aus den 
Zahlen des Körpers der 3. Einheitswurzel und dem Körper X, (l,) zu- 


sammen. Im ersteren zerfällt (l,) in zwei Primideale 85 und &%, wenn 
1. inlmodes); 


es bleibt selbst Primideal (l,) = %, wenn ,=2(mod.3) ist. Gehen 
wir von hier zum Körper K, über, der sich aus 


A='Yo, £=w 


aufbaut, und sehen wir, wann &, in drei Ideale von Ks, zerfällt. Wenn die 
Kongruenz 


o=& (mod. %) 
durch eine Zahl & von K (£) erfüllt werden kann, so setze man 
Bold Ay (Se Lad) 


Dabei bedeutet & im Innern von &®, daß alle Zahlen von % in dem 
Ideal auftreten sollen. &%, &, &% sind konjugierte Ideale, die alle in dem 
Ideal &, enthalten sein müssen. Sie sind auch alle voneinander verschieden; 
denn es gelten z. B. die Relationen: 


G—- A) —-s5—L4)=- (1,4 SE —- )—- E—IAM=-(—NE. 
(3—1), & 4 sind zu (l,) teilerfremd. Somit ist z.B.: 
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(„8 AdE—-fN)=U), 
d. h. die drei Ideale &, &% % sind voneinander verschieden. Also muß 
B-EEN 
sein. % zerfällt daher in drei Primideale, falls 


K NE)—1 N 
o=#(md.%; oo °:  =1 (mod.%), 





ist, was sich mit Hilfe des neuen Symbols so ausdrücken läßt: 


äl-: 
% 


Umgekehrt ist, wenn & zerfällt, auch 
=! -1; 
gJ 
denn % kann nur in drei Ideale zerfallen &, &, %. Jede Zahl von X, 
ist dann einer Zahl von K(£) (mod. &) kongruent, weil die Norm von & 
in Ks gleich groß ist, wie die Norm von & in K(l); die Norm ist die An- 
zahl der in den betreffenden Körpern inkongruenten Zahlen nach dem 
betreffenden Ideal als Modul. Also gibt es in X. ebenso viele (mod. %) 


inkongruente Zahlen, wie in X(£) solche (mod. %). Es ist somit 4 einer 
Zahl & von K(Ü) kongruent: 


A=E (mod. %), Ar 0 & (mod. 8), 
also auch 


w= &° (mod. %), 


da w—&? als Zahl von K(£) in &, & und &%” vorkommen muß. 


23. Satz. Wenn der Primidealteiler & der Primzahil, des 
Körpers K(£) in Ks in drei Primideale zerfällt, so ist 


(&)- 
% 


zerfällt ®% nicht in drei Primideale, so ist 


I +1. 
LA 
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Wir können das Symbol | 2) genau bestimmen. Es gehöre /!, zum Ex- 
ponenten f bezüglich 3: 
Y!—1=0 (mod.3), 
‚wo f die Zahl 1 oder 2 sein muß. Dann Re Pe Potenzieren von 4: 
ı! IN ae 
M=[2+ Re t.:.+ 
f 

Hier ist €? =L, wegen "—1=0 (mod. 3). Ferner sei wieder: 
,=r" (mod.l), B= r’” (mod. Iı). 


u-Dz 


a 


Dann wird: 
! „fm  ! 2 „m+lh—2 

A:=[, ey BE +% L, 

m+1 
em Bl Oo ma 
und: 
f 
Ar != 1% (mod. ,)=£?" (mod. L,). 


Nun ist aber & = 4°, also läßt sich diese Kongruenz so schreiben: 
3 
a? == (Im (mod. l,), 


was sich wegen des vorigen und wegen N (%) = " so schreiben läßt: 
f 5 
Ney)—1 


A ge 2) EN lm = 4{(mod. 3): 
ev : 
Es ist gleichgültig, ob man hier &, mit 8) vertauscht. 

Dieses Resultat läßt sich vom Körper K, ohne weiteres auf Ä,(l,) 
übertragen; denn, da Ä3(l,) ein Unterkörper von K, ist, so wird g. nur 
dann in Ä, in drei Primideale zerlegbar sein, wenn (},) in K,(l,) dieselbe 
Eigenschaft besitzt. Ist (1,)= &, so sieht man dies ohne weiteres ein, indem 
man in &,&%,&% nur die Zahlen von Kath) aufnimmt. Ist dagegen 
2, &% = (l,), so multipliziere man &, &%, &” mit dem entsprechenden 
Primideale, das durch Vertauschung von Z mit (? erhalten wird. Diese 
Produkte sind dann wiederum als Ideale von X, (l,) aufzufassen. Daraus 
folgt der Satz: 

24. Satz. Ist l, eine von 3 und /, verschiedene Primzahl, 
so zerfällt (l,) in Ä,(l,) in drei Primideale oder bleibt Prim- 
ideal, je nachdem 


em — 12) oe 
=17|=1 oda 


2 


ji = 1 (mod. 2), 
(1, = r” (mod. I,), 
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ist. Dabei bedeutet &% irgend ein in (l,) enthaltenes Prim- 
ideal des Körpers K(£) der dritten Einheitswurzel. 

Setzt man wiederum die Resultate von Satz 22 und 24 einander gleich, 
so erkennt man, daß 


PM) l, 27 ; 
2)-12! (# = 1 (mod. 3)), 


192] 


sein muß. Diese Formel ist ein spezieller Fall des kubischen Reziprozi- 
tätsgesetzes. 


Im Falle, daß &, vom 2. Grade, also gleich (l,) ist, lautet das Ge- 
setz, da jetzt {=2 sein muß: 


d-0) 


ist dagegen (l,) = % %, also & vom 1. Grade, so muß /=1 sein und 


(a-) 
4 


sein, woraus durch Multiplikation 


I Te 


und ganz ebenso: 


und 


folgt. Diese letzte Formel gilt also für jede Primzahl ,#3. Sie wird 
das allgemeine Eisensteinsche kubische Reziprozitätsgesetz 
für Primzahlen /, und l, genannt. 


VIII. Hauptsatz. Kubisches Reziprozitätsgesetz: Ist 72 irgend- 
eine von 3 und Z, verschiedene Primzahl, so gilt für die im 
Satz 12 definierte Zahl » die Beziehung: 

l a) gi (2). 

oJ 1] 

Die Zahl » ist irgendeiner ungeraden Primzahl 7, # l, zu- 
geordnet, für die 4=1 (mod.3) ist. 

Wir wollen damit die Theorie der Reziprozitätsgesetze abschließen, 
Das Bisherige zeigt zur Genüge, wie harmonisch die ganze Fragestellung 
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aus den ersten Kapiteln herauswächst; die Richtlinien, für die Weiter- 
entwicklung sind vollständig gegeben. Die folgenden Zahlenbeispiele 
werden Gelegenheit bieten, auf einige allgemeine Zusätze hinzuweisen. 


Beispiele: 
a) l| =7. Nach den Berechnungen von Seite 249—250 wird: 
a et, Ren, 


-- WO 
AB TrE) ME or a6, 


(7) zerfällt im Körper der 3. Einheitswurzel in die beiden Hauptideale 


(2) - 0430, 





Also ıst 


Die Primzahl !, = 11 zerfällt weder im Körper K,(7) noch im Körper der‘ 
3. Einheitswurzel; denn (11) gehört zum Exponenten 3 (möd. 7), und 


2 (mod. 5); (11) zerfällt nur in dem quadratischen Unterkörper (Kl 
der uns hier nichts angeht. Also ist & = (11). Es wird: 
12=2=L£?2 (mod. %), 


oder, da 2 iz: 


Nun ist (o) = & %?; also 
(tele 


o=&° (mod. 11), 


Wäre andrerseits 


so müßte 
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Kubisches Reziprozitätsgesetz. 271 
11°—1 





w 3 


= 0 = 4 (mod. 11) 
sein. Nun ist aber: 


o=72+30)=—7(1+30); 
wit — 74 (1 +3 =(1 + 35) = 











or 
(mer) 
SIG IN ae) 
=) = 7 (mod 11), 
und: 
7°=3 (mod. 11), 
4 +32%=3(2 4°) (mod. 11), 
(1 RL. (1 +0)=—3°L2 (mod. 11), 
(1+32)%=36L (mod. 11). 
Also: 


«40 == 


= 36 6. (mod. 11): 


un 8 
(et 


Hierin drückt sich das Eisensteinsche kubische Reziprozitätsgesetz 
Genau ebenso wie l, =11 verhalten sich die beiden Primzahlen 
l, — 2 und l, = 5 Wegen 


Daraus ergibt sich 


aus. 


PV—=h—h— 2 (mod. g&) 
wird 


Sa ee 
a --sl)-K-e 
Andrerseits ist: 

Al 
oe =a =7 (273%) =L2 (mod. 2) 

5:1 
3 = — 78 (Deal ae re 


1 — 2) (1—L2)3 (mod. 5), 
= A—-HAMA—- Bl —@%=3 (1224) (mod. 5) 
= —9f?={[? (mod. 5). 
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ren Anka Sim 
Anders verhält sich dagegen l, =13. Da 13 zum Exponenten 2 
“ (mod. 7) gehört, wird 


Also wird 


132=1 (mod &) und (e\ = 


&ı 
9 
100) 
(13) zerfällt in X, (7) in drei Primideale. Andrerseits zerfällt (13) auch 


ım Körper der 3. Einheitswurzel: 


13)= (3 +4)8 +49; 8 =-8+49), % = +42). 


also auch 


Also ıst: 
a —;= 9 (mod. 8); @=9 (mod. %); 
@=3 (mod. %); C =3 (mod. %); 
und 
13—1 





o3 = -(72+32))'= (7243-3) = (—1}'=1 (mod. %) 
ot = (72 +32) = (7243-9) = H=2R=1 (mod. %). 
Daraus folgt 


oder 


2-1) 


Das kubische Reziprozitätsgesetz lautet: 


oder allgemeiner: 
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13 w | 
(ont 
Schließlich wird für !, = 19: 


19 19 
IA mod) < = 
S (mo la) = 5 oe S 
Andrerseits zerfällt (19) im Körper der 3. Einheitswurzel in die beiden 
Primideale: 


%=5+209),% -65+22). 


Daher ist 
tn 5-7 (mod. %), ?=7 (mod. %), 
@=11 (mod 8), £=11 (mod. %), 
und 
19—1 r 
a3 —-o=(7(2+3-1)P=(—2=7=L (mod. %), 
= (12+3.N% = 9% =11=L (mod. %). 


Daraus folgt: 


was das Eisensteinsche Reziprozitätsgesetz ist. 

Eine besondere Rolle spielen die Ergänzungssätze, das heißt, 
die Auswertung des Symbols der kubischen Reste für die Zahl 3 und für 
Einheiten. Es ist z.B. im Fall !, =7: 


?—1 


33 — 2=2=L2 (mod. %), 
ei yel 
BT 
3 ist kubischer Nichtrest (mod. &%). Ebenso ist: 
7—1 


= -e 
18 


Fueter, Zahlentheorie. 
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b) Wir wollen das Symbol der kubischen Reste der Zahl 3 für eine 
weitere Anzahl von Primzahlen !, berechnen. 


ı =13=1 (mod. 3). 
13)=B +4) +2); E +) = EHI) =; 


also ıst: 


13—1 


33 =-it=3—Ll2 (mod. %). 
N =(?. 3 ist kubischer Nichtrest von , =153. 
ı =19=1 (mod.3). 
1)=6+29)6+29, 6+20=-%. 


L =—)=7 (mod. ar), 1 mod eh, 


(3) =. 3 ist kubischer Nichtrest von I, =19. 
1 


Historische Notiz: Das kubische Reziprozitätsgesetz ist von 
Eisenstein bewiesen worden in seiner Arbeit: „Beweis des Reziprozi- 
tätssatzes für die cubischen Reste in der Theorie der aus dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen‘“ (Crelle’s Journ. f. Math. 
Band 27, Berlin [1844] S.289). Dazu kommt sein ‚Nachtrag zum cubischen 
Reziprozitätssatze für die aus dritten Wurzeln der Einheit zusammen- 
gesetzten complexen Zahlen. Criterien des cubischen Charakters der 
Zahl 3 und ihrer Teiler“ (Crelle’s Journ. f. Math. Band 28, Berlin [1844] 
328). 
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